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前 言
这是一套针对管理类联考专业学位硕士研究生入学考试应试备考的必备丛书。

管理类联考专业包括工商管理硕士（MBA）、公共管理硕士（MPA）、工程管理硕

士（MEM，含四个方向：工程管理、项目管理、工业工程与管理、物流工程与管理）、

旅游管理硕士（MTA）、会计硕士（MPAcc）、图书情报硕士（MLIS）、审计硕士（MAud）。

本套丛书是师大老师们根据自身的教学教研经验，发挥专业知识能力，以最新考

试大纲为蓝本，以科学化的备考方法为指导，以最有效、最快速提高学生成绩为目的，

形成的一整套系统、科学的教材。

本书《管综-数学笔试一本通》是系列图书之一，围绕的是数学这一科目，数学在

管理类联考中考查考生运用数学基础知识、基本方法分析和解决问题的能力；分析、

推理、论证等逻辑思维能力；文字材料理解能力以及分析能力。试题涉及初等数学、

社会热点，考查的知识点基本是小学、初中、高中学习的内容，其内容总体难度低于

高考数学。

希望考生根据自己的需求制定合理的复习计划，在参考本系列丛书的基础上，真

正做到吃透每一本书中的每一个考点，真正掌握专业硕士联考的核心，相信大家一定

能在考试中取得自己理想的成绩。

本书采用三色学习法：

高频知识点，能熟练掌握并运用

中频知识点，能基本理解并运用

低频知识点，能了解并掌握基础内容

选择比努力更重要，将有限的学习精力放在最有用的知识点上面。最后祝愿所有

的考研人，成功上岸，实现梦想！

https://www.zhihu.com/search?q=%E5%B7%A5%E5%95%86%E7%AE%A1%E7%90%86&search_source=Entity&hybrid_search_source=Entity&hybrid_search_extra=%7b
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第一章 算术
第一节 实数

知识点 考法 年份（题号）

实数及运算 根式运算 2023（4）

整除
确定余数问题 2024（17），2019（22）

整除问题 2017（23），2015（3）

整数、公倍（约）数 最大公约数 2017（5）

奇数、偶数
运用奇偶运算性质确定未

知数
2023（22），2019（19）

质数、合数

运用质数性质确定未知数 2023（22）

分解质因数 2022（10）

10 以内的质数 2021（4），2020（4），2015（3）

第二节 分数、小数、百分数

分数、小数、百分数 / /

第三节 比与比例

比与比例 比例计算 2019（3），2015（1）

比例的性质及定理 / /

第四节 数据描述

平均值

数据变动后对均值的影响
2023（12），2021（16），2019

（23）

加权平均值 2020（3）

均值计算
2019（8），2018（2），2017（4），

2017（11），2016（19）

由部分均值确定整体均值 2016（16）

极差、方差与标准差

数据变动后对方差的影响 2023（12）

方差计算 2019（8），2017（4），2016（19）

运用极差分析数据 2020（9）

数据的图表表示 / /

第五节 数轴与绝对值

数轴与绝对值 绝对值的几何意义 2017（22）

绝对值三角不等式 特值分析 2021（20）
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第一节 实数

知识点 1 实数及其运算

1.实数的概念

有理数和无理数统称为实数.

数学上，实数定义为与数轴上的点相对应的数.实数可以直观地看作有限小数与无

限小数，实数和数轴上的点一一对应.实数集通常用字母 R 表示，实数是不可数的.

2.实数的分类









































































无限不循环小数
负无理数

正无理数
无理数

数有限小数或无限循环小

负分数

正分数
分数

负整数

自然数
零

正整数

整数

有理数

实数

3.有理数与无理数

（1）有理数【整数和分数统称为有理数】

凡是能写成m＝
q
p
（p、q 为整数，q≠0，p、q 互质）的数m都是有理数.

（2）无理数【无限不循环小数】

凡不能写成m＝
q
p
（p、q 为整数，q≠0，p、q 互质）的数m都是无理数.

（3）有理数与无理数的运算【熟记】

有理数±有理数＝有理

数
有理数×有理数＝有理数

有理数÷非零有理数＝有理

数

有理数±无理数＝无理

数

非零有理数×无理数＝无

理数

非零有理数÷无理数＝无理

数

无理数±无理数＝不确

定
无理数×无理数＝不确定 无理数÷无理数＝不确定
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（4）常见的无理数

3.14 ,  2.7182

 2

e  




 

常见无理数 开不尽的根号：如

取不尽的对数

其中： 为圆周率； e为自然常数.

【技巧点拨】【熟记】

 e 2 3 5 6 7 8 10

3.142 2.718 1.414 1.732 2.236 2.449 2.646 2.828 3.162

4.整数

（1）定义：整数是正整数、0和负整数的集合，像－3，－2，－1，0，1，2，3，

10 等这样的数；大于 0 的整数为正整数，小于 0的整数为负整数；零既不是正整数也

不是负整数，它是介于正整数和负整数的数.

（2）整数的分类
















负整数

自然数
零

正整数

整数






偶数

奇数
整数

5.自然数

0与正整数叫做自然数，又称为非负整数.

自然数 N ：0，1，2，…

注意：最小的自然数为 0.

知识点 2 整除、公倍数、公约数

1.数的整除

（余数）（商数）（除数）（被除数）

rhgf 

其中，f，h为正整数， g，r 均为正整数.

f÷ g的表达方式：①f 除以 g .②f 被 g除.③ g除 f.④ g去除 f

也可以写成乘法：
（余数）（商数）（除数）（被除数）

rhgf  .
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若 0≤r＜ g，则存在唯一的 h，r，使得 f＝ g h＋r.

当 r＝0 时，即 f＝ g h，称 f 可以被 g整除. g，h是 f 的约数（因数），f 是 g，

h的倍数，此时商数 h＝
g
f
.

【技巧点拨】

能被 2 整除的数 个位为 0，2，4，6，8.

能被 3 整除的数 各数位数字之和必能被 3 整除.

能被 5 整除的数 个位为 0 或 5.

能被10整除的数 个位必为 0.

2.公倍数与公约数的定义

（1）公倍数

①公倍数：如果一个正整数 c 能被正整数 a 整除，又能被正整数 b 整除，则称 c
为 a 与 b 的公倍数.

②最小公倍数：a 与 b 公倍数中最小的一个，叫作它们的最小公倍数，记为 ],[ ba .

（2）公约数

①约数：a 能够正整除 b，a 就是 b 的约数.

②公约数：如果一个正整数 c 既是正整数 a 的约数，又是正整数 b 的约数，那么 c
叫作 a 与 b 的公约数.

③最大公约数：两个数的公约数中最大的一个，叫作这两个数的最大公约数，记

为 ),( ba .若 ),( ba ＝1，则称 a 与 b 互质.

3.公倍数与公约数的定理

两个正整数的乘积等于他们的最大公约数和最小公倍数的乘积，即 ab＝

),( ba · ],[ ba .

4.最小公倍数和最大公约数的求法

（1）短除法

【例】求 84 与 96 的最大公约数与最小公倍数.

【答案】
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故有：84＝2×2×3×7.

96＝2×2×3×8.

最大公约数： ),( ba ＝2×2×3.

最小公倍数： ],[ ba ＝2×2×3×7×8.

（2）质因数分解法

把一个合数分解为若干个质因数的乘积的形式，称为分解质因数.如 12＝2×2×3.

最小公倍数=所有数都有的质因数×部分数公有的质因数×每个数独有的质因数.

最大公约数=所有数都有的质因数相乘

如：将 120、180、300 分别分解质因数，如下:

120=2×2×3×5×2,

180=2×2×3×5×3，

300=2×2×3×5×5.

120、180 和 300 的最小公倍数为：2×2×3×5（公有质因数）×2×3×5（独有

质因数）=1800

120、180 和 300 的最大公约数为:(120,180,300)=2×2×3×5=60.

知识点 3 奇数、偶数

1.奇数

不能被 2 整除的整数，可以表示为 12 n 或 12 n .其中， n为整数.

2.偶数

能被 2整除的整数，可以表示为 n2 .其中， n为整数.

3.运算规律（奇偶性）

奇数±奇数＝偶数 奇数×奇数＝奇数

奇数±偶数＝奇数 奇数×偶数＝偶数

偶数±偶数＝偶数 偶数×偶数＝偶数

注意：0 是偶数.两个相邻整数必为一奇一偶.

【应试口诀】加减法中，同偶异奇；乘法中，有偶则偶.
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知识点 4 质数、合数

1.质数

如果一个大于 1的正整数，只能被 1 和它本身整除，那么这个正整数叫作质数（质

数也称素数）.如 2，3，5，…

2.合数

如果一个大于 1的正整数除了能被 1和它本身整除外，还能被其他的正整数整除，

这个正整数叫作合数（或复合数）.如 4，6，8，9，…

3.分解质因数

把一个合数分解为若干个质因数的乘积的形式，称为分解质因数.如 12＝2×2×3.

任何合数都能写成几个质数的积.

4.互质

公约数只有 1 的两个整数称为互质整数，如 4 和 9.

注意：不一定是质数才互质.

5.既约分数

又称最简分数，指的是分子与分母互质的分数，其中分子、分母不一定为质数.

6.重要性质

（1）质数和合数都在正整数范围，且有无数多个.1 既不是质数也不是合数.

（2）2 是唯一的既是质数又是偶数的整数，即是唯一的偶质数.大于 2 的质数必

为奇数.质数中只有一个偶数 2，最小的质数为 2.

（3）最小的合数为 4.

（4）如果两个质数的和或差是奇数，那么其中必有一个是 2；如果两个质数的积

是偶数，那么其中也必有一个是 2.

【技巧点拨】【熟记】

100 以内的质数：2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，

53，59，61，67，71，73，79，83，89，97.[最大的两位数质数：97]

知识点 5 平方根、算术平方根

1.平方根

若
2x a ，则 x就为 a的平方根，即 x a  .

0 的平方根仍为 0，负数没有平方根.

2.算术平方根

一个正数有两个互为相反数的平方根，其中正的平方根称为算术平方根.

0 的平方根和算数平方根均为 0.
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第二节 分数、小数、百分数

知识点 1 分数、小数、百分数

1.分数

（1）定义：把单位“1”平均分成若干份，表示这样的一份或几份的数叫分数.













5
7
7
3

分母，如假分数：分子

分母，如真分数：分子
分数

（2）分数的运算：分数的四则运算“先通分，后约分”，最终化为最简分数.

（通分：把异分母的分数分别化成和原分数相等的同分母的分数，找分母的最小

公倍数.

约分：把一个分数的分子、分母同时除以公因数，找分子与分母的最大公约数，

最简分数为分子、分母互质.）

2.小数

（1）定义：由整数和小数两部分所组成的数叫做小数.小数是实数的一种特殊的

表现形式.所有分数都可以表示成小数，小数中的圆点叫做小数点，它是一个小数整数

部分和小数部分的分界号.其中整数部分是零的小数叫做纯小数，整数部分不是零的小

数叫做混小数（或带小数）.





21.3    0  
21.0    0  

的小数，比如混小数：整数部分不为

的小数，比如纯小数：整数部分为
小数

（2）小数的分类：
































2  
213.0  

12.0  

21.0  

不循环小数：比如

混循环小数：比如

纯循环小数：比如
循环小数

无限小数

有限小数：比如

小数

①有限小数：小数部分后有有限个数位的小数.有限小数都属于有理数，可以化成

分数形式.

②无限循环小数：从小数部分的某一位起，一个数字或几个数字，依次不断地重

复出现的小数叫做循环小数.

③无限不循环小数：小数部分有无限多个数字，且没有依次不断地重复出现的一

个数字或几个数字的小数叫做无限不循环小数.无限不循环小数也就是无理数，不能化
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成分数形式.

（3）小数与分数互化

有限小数化为分数

用 10，100，1 000 等做分母，如
100
2121.0  .

3.百分数

（1）定义：一个数占另一个数的百分之几的数，叫做百分数.百分数也叫做百分

率或者百分比.百分数通常不写成分数的形式，而是在分子后面加上百分号“%”来表

示.

（2）分数与百分数的区别

①意义不同，百分数只表示两个数的倍比关系，不能带单位名称；分数既可以表

示具体的数，又可以表示两个数的关系，表示具体数时可带单位名称.

②百分数不可以约分，而分数一般通过约分化成最简分数.

③任何一个百分数都可以写成分母是 100 的分数，而分母是 100 的分数并不都具

有百分数的意义.

④应用范围的不同，百分数在生产和生活中，常用于调查、统计、分析和比较，

而分数常常在计算、测量中得不到整数结果时使用.
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第三节 比与比例

知识点 1 比与比例

1.比

两个数 a，b 相除，又可称为这两个数的比，记为 a∶b，即 a∶b＝
b
a
.若 a，b 相

除的商为 k，则称 k 为 a，b 的比值.

2.比例

相等的比称为比例，记作 dcba ::  或
d
c

b
a
 .其中 a和 d 称为比例外项，b和c

称为比例内项.

比例中项：当 dbba ::  时，称b为 a和d 的比例中项，又称“等比中项”.

知识点 2 比例的性质及定理

1.比例的基本性质

（1）内项积等于外项积，即若 dcba ::  ，则 bcad  .

（2）比的前项和后项都乘以或除以一个不为零的数，比值不变，即 bkakba :: 
（k≠0）.

（3） adbdbba  2:: .

2.比例定理（以下公式的任一分母均不等于 0）

更比定理
d
b

c
a

d
c

b
a



反比定理
c
d

a
b

d
c

b
a



合比定理
d
dc

b
ba

d
c

b
a 






分比定理
d
dc

b
ba

d
c

b
a 






合分比定理
dc
dc

ba
ba

d
c

b
a










等比定理 如果 )0(  ndb
n
m

d
c

b
a

，那么
b
a

ndb
mca




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3.正比例函数和反比例函数

（1）正比例

若 kxy  （ k不为零），则称 y与 x成正比， k称为比例系数.

正比例函数的图像为过原点的直线.

（2）反比例

若
x
ky  （ k不为零），则称 y与 x成反比， k称为比例系数.

（3）正比例函数与反比例函数的图像

函数 正比例函数 反比例函数

表达式 kxy  （k≠0）
x
ky  （k≠0）

图像

k＞0

k＜0

性质

k＞0

图像分布在一、三象限内，在每

个象限内 y 值随着 x 值的增大而

增大

图像分布在一、三象限内，在

每个象限内 y 值随着 x 值的增

大而减小

k＜0

图像分布在二、四象限内，在每

个象限内 y 值随着 x 值的增大而

减小

图像分布在二、四象限内，在

每个象限内 y 值随着 x 值的增

大而增大

自变量

取值范围
全体实数 除 0 以外的全体实数

函数取值范围 全体实数 除 0 以外的全体实数



11

高频 中频 低频第一章 算术

第四节 数据描述

知识点 1 平均值

1.中位数

将一组数据按照由小到大（或由大到小）的顺序排列，处于最中间位置的一个数

据（或中间两个数据的平均数）就是这组数据的中位数.

2.众数

一组数据中出现次数最多的数据.

3.平均值（平均数）

平均值是统计学中反映一组数据的集中趋势或中心位置的度量.

平均值包含算术平均值、几何平均值和加权平均值等.

（1）算术平均值

设 n 个数x1，x2，…，xn，称 x＝
n

xxx n 21 为这 n 个数的算术平均值，简

记为：

x＝
n

x
n

i
i

1

根据定义可知：①负数也存在算术平均值.②0 的算术平均值是 0.

（2）几何平均值

设 n个正数x1，x2，…，xn，称 n
ng xxxx 21 为这 n个正数的几何平均值，简

记为：

n
i

n

ig xx
1


根据定义可知：①负数不存在几何平均值.②0 不存在几何平均值.

（3）加权平均值

设 n 个数x1，x2，…，xn的权分别是w1，w2，…，wn，称 x＝
n

nn

www
wxwxwx







21

2211

为这 n 个数的加权平均值.（注： nwww  21 ＝n）
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知识点 2 极差、方差与标准差

1.极差

（1）定义

极差＝最大值－最小值.

（2）意义

极差是用来反映一组数据变化范围的大小.只对极端值较为敏感，而不能表示其他

更多的意义.

2.方差

设 n 个数x1，x2，…，xn，那么方差 ])()()[(1 22
2

2
1

2 xxxxxx
n

S n   ，

也记作 D x .

【应试口诀】

先平均，再求差，然后平方，最后再平均.

（1）平均数与方差的性质

①若原数据：x1，x2，…，xn的平均数为 x，方差为S2；则新数据：ax1，ax2，…，

axn的平均数是 xa ，方差为
22Sa .

②若原数据：x1，x2，…，xn的平均数为 x，方差为S2，则新数据：x1＋b，x2＋b，…，

xn＋b 的平均数为 x＋b，方差为S2.

③若原数据：x1，x2，…，xn的平均数为 x，方差为S2，则新数据：ax1＋b，ax2

＋b，…，axn＋b 的平均数为 a x＋b，方差为
22Sa .

【推理过程】（以性质③为例）

原数据：

平均数＝
n

xxx n 21 ＝ x .

方差＝ ])()()[(1 22
2

2
1 xxxxxx

n n   ＝S2.

新数据：

平均数＝
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n
baxbaxbax n )()()( 21  

＝
n

baxbaxbax n  21

＝
n

nbaxaxax n  )( 21 
＝

n
nbxxxa n  )( 21 

＝a·
n

xxx n )( 21  
＋

n
nb

＝a x＋b.

方差＝

 22
2

2
1 )]()[()]()[()]()[(1 bxabaxbxabaxbxabax

n n  

＝ ])()()[(1 22
2

2
1 bxabaxbxabaxbxabax

n n  

＝ ])()()[(1 22
2

2
1 xaaxxaaxxaax

n n  

＝ ])()()([1 222
2

22
1

2 xxaxxaxxa
n n  

＝a2· ])()()[(1 22
2

2
1 xxxxxx

n n  

＝a2S2

3.标准差

222
2

2
1

22
2

2
1 ])()()[(1

x
n

xxx

xxxxxx
n

S

n

n












也记作 )(xD .

（1）方差与标准差

相同之处：方差和标准差都是反映一组数据离散程度的统计量.

不同之处：数据的单位和方差的单位是不一致的，方差的单位是数据单位的平方，

标准差的单位与所研究数据单位一致.

【技巧点拨】

平均数 反映数据的平均水平

众数 反映数据的集中趋势
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中位数 反映数据的中间值

方差 反映数据的波动大小，方差大，波动大；方差小，波动小

标准差 反映数据的波动大小，标准差大，波动大；标准差小，波动小

平均数、众数和中位数：反映数据的总体趋势

知识点 3 数据的图表表示：直方图、饼图、数表、柱状图

1.数据定义

（1）频数：是指某个数据出现的次数.

（2）频率：频数与数据总个数之比.

2.数据的图表表示

（1）直方图

定义：把数据分为若干个小组，每组的组距保持一致，并在直角坐标系的横轴上

标出每组的位置（以组距作为底），计算每组所包含的数据个数（频数），以该组的

“频率/组距”为高作矩形，这样得出若干个矩形构成的图叫做直方图.直方图能显示

数据的分布情况.

（1）组距的确定：一般是人为确定，不能太大也不能太小.

（2）组数的确定：组数＝极差/组距.

（3）每组频率的确定：频率＝频数/数据容量.

（4）每组所确定的矩形的面积＝组距×
组距

频率＝频率.

（5）频率直方图下的总面积等于 1（各个矩形面积之和等于 1）.

（6）分组时要遵循“不重不漏”的原则：“不重”是指某一个数据只能分在其中

的某一组，不能在其他组中出现；“不漏”是指组别能够穷尽，即在所分的全部组别

中每项数据都能分在其中的某一组，不能遗漏.（分组时采用左闭右开的区间表示）

（7）在直方图中，众数是最高矩形底边中点的横坐标；中位数左边和右边的直方

图的面积相等；平均数是直方图的重心，它等于每个小矩形的面积乘以小矩形底边中

点横坐标之和.
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（2）饼图

饼图是一个划分为几个扇形的圆形统计图表，用于描述量、频率或百分比之间的

相对关系.在饼图中，每个扇区的弧长（以及圆心角和面积）大小为其所表示的数量的

比例.这些扇区合在一起刚好是一个完全的圆形.顾名思义，这些扇区拼成了一个切开

的饼形图案.饼图能显示部分在总体中所占百分比.

其所用公式为：某部分所占的百分比等于对应扇形所占整个圆周的比例.

（3）柱状图

柱状图是一种以长方形的长度为变量的表达图形的统计报告图，它由一系列高度

不等的纵向条纹表示数据分布的情况，用来比较两个或以上的数值（不同时间或者不

同条件），它只有一个变量，通常利用于较小的数据集分析.柱状图亦可横向排列，或

用多维方式表达.柱状图能显示每组中的具体数据.

（4）数表

数表是以两行表格的形式反映数据信息的统计图形，第一行表示分布区间或散点

值.第二行表示对应的度量值（频率、频数）.数表能显示数据的频率.
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第五节 数轴与绝对值

知识点 1 数轴与绝对值

1.数轴

规定了原点、正方向和单位长度的直线叫数轴.数轴上的点与实数一一对应，也可

以用数轴来比较两个实数的大小.

（1）数轴的三要素：原点、正方向和单位长度.

（2）在数轴上表示两个数的点，右边的点表示的数大（0 右边的数是正数），左

边的点表示的数小（0 左边的数是负数）.

2.绝对值

（1）代数意义

当 aa  ， 0a ；当 0a ， 0a ；当 aa  ， 0a

（2）几何意义

a 表示在数轴上 a 点与原点 0的距离.

ba  表示在数轴上 a 点与 b 点之间的距离.

cxbxax  表示在数轴上 x点到 a点、b点与 c点的距离之和.

①平底锅型： bxaxxf )( ，表示在数轴上 x点到 a点与b点的距离之和.

此种函数表达式，没有最大值，只有最小值.且在两个零点之间取得最小值 ba  .图

像的表现为两头高，中间平，类似于平底锅.

②“Z”字型： bxaxxf )( ，表示在数轴上 x点到 a点与b点的距离之
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差.此种函数表达式，既有最大值也有最小值，分别在零点的两侧取得且两个最值为

ba  .图像的表现为两头平，中间斜.

（3）绝对值相等，正负号相反的两个数互为相反数，特别地，0 与自身互为相反

数.

实数 a、b 互为相反数，则 a＋b＝0.

（4）实数 a、b 互为倒数，则 ab＝1.（a≠0，b≠0）

3.绝对值的性质

非负性 a ≥0， a ＋b2＋ c≤0⇒ a＝b＝c＝0

对称性 a ＝ a

等价性 a ＝
2a ，

2a ＝ 2a ＝
2a ＝a2

自比性
a
a

＝
a
a

＝







0   1
0      1

a
a

基本不等式 a ≤a≤ a

ba ＝ ba  ，
b
a

＝
b
a

（ 0b ）

4. a 与�的关系

若 a ＝a，则 a≥0 若 a ＝－a，则 a≤0

若 a ＞a，则 a＜0 若 a ＞－a，则 a＞0
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若 a ＜a，则 a ∈ 若 a ＜－a，则 a ∈

若 a ≥a，则 a ∈ R 若 a ≥－a，则 a ∈ R

若 a ≤a，则 a≥0 若 a ≤－a，则 a≤0

5.绝对值三角不等式

（1）基本形式

bababa    
（2）等号成立条件

表达式 成立条件 示例

baba  0ab 5353 

baba  0ab 5353 

baba    0ab 35 35 

baba    0ab 35 35 

（3）大小成立条件

表达式 成立条件 示例

baba  0ab 5353 

baba  0ab 5353 

baba    0ab 35 35 

baba    0ab 35 35 
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第二章 代数
第一节 整式及其运算

知识点 考法 年份（题号）

整式概念 / /

整式的加减乘除

完全平方公式
2023（3），2022（3），2019（19），

2018（5），2015（16）

立方和、差公式公式 2020（6），2018（5），2016（25）

因式分解计算代数式 2018（18），2016（25）

第二节 分式及其运算

分式及运算
用分式基本性质计算化简

2022（22），2021（5），2020（6），

2018（18）

裂项相消法计算分式 2021（3）

第三节 函数

集合
交集 2023（20）

包含 2020（2）

一元二次函数及

其图像

对称轴及顶点坐标公式 2024（18），2021（5）

一元二次函数图像与性质
2024（24），2020（23），2018（15），

2018（25），2017（25），2016（23）

指对函数 / /

特殊函数

对勾函数 2024（21）

绝对值函数 2021（14）

分段函数图像 2018（15）

第四节 代数方程

一元一次方程及

二元一次方程组

方程求解/方程+数列 2024（6），2024（25），2023（24）

求解二元一次方程组 2023（3），2023（6），2015（22）
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列方程解决实际问题
2024（3），2022（11），2019（19)，

2016（9），2015（2），2015（5）

一元二次方程

韦达定理
2023（17），2020（24），2016（12），

2015（11）

求最值
2022（3），2020（5），2017（25），

2016（6）

求解一元二次方程的根
2023（18），2022（22），2022（23），

2016（2），2015（9），2015（13）

根的判别式
2020（24），2019（20），2017（20），

2016（12），2016（23）

特殊方程
求解绝对值方程

2023（9），2022（17），2019（5），

2018（5）

求解分式方程 2022（22）,2023（3）

第五节 不等式

不等式性质
运用不等式的性质化简分

析不等式

2024（16），2024（21），2023（17），

2023（25），2020（3），2015（19）

一元二次不等式 / /

均值不等式
运用基本不等式求最值

2024（4），2023（13），2020（24），

2020（25），2019（2），2018（19），

2016（25），2015（10）

均值不等式解决实际问题 2019（17）

特殊不等式 求解绝对值不等式

2024（19），2024（20），2022（25），

2020（2），2018（16），2017（10），

2015（24）
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第一节 整式及其运算

知识点 1 整式

1.整式的相关概念

（1）代数式：由数和字母经过有限次的加、减、乘、除、乘方、开方等代数运算

得到的式子，称为代数式.单个数字或字母也是代数式.

1

1
x

x

 
 

 
 

整式

有理式
分式：如代数式

无理式：如

（2）整式：单项式和多项式统称为整式，是有理式中的一部分.在有理式中可以

包含加、减、乘、除、乘方五种运算，但在整式中除数不能含有字母.

（3）单项式：有限个数字与字母的乘积叫作单项式.

①单项式的次：单项式每一个字母因子的次方之和叫作单项式的次.

②单项式的系数：单项式字母前的常数叫作单项式的系数.

（4）多项式：有限个单项式相加减叫作多项式.

①多项式的次：多项式中的单项式的最高次叫作多项式的次.

②多项式的项：在多项式中，每个单项式叫作多项式的项，其中不含字母的项叫

作常数项，一个多项式有几项就叫作几项式.（多项式中的符号看作各项的性质符号）
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（5）同类项：若两个单项式所含字母相同，并且相同字母的幂也相同，则称这两

个单项式为同类项.

（6）多项式相等：若两个多项式的对应项、系数均相等，则称这两个多项式相等.

知识点 2 整式加减及乘法运算

1.整式的加减

去括号，合并同类项.【注：合并同类项时“系数相加减，字母不变”】

2.整式的乘法

采用分配律，也就是每个整式的各项要互相乘，把所得积相加，再合并同类项.

比如 bdbcadacdcba  ))(( .

【注：单项式相乘“系数相乘，次方相加”】

3.基本公式

平方差公式   bababa  22

完全平方公式   222 2 bababa 

三个数和的平方

  cabcabcbacba 2222222 

      222222

2
1 accbbacabcabcba 

若 0111


cba
，则

2)( cba  ＝ 222 cba 

立方和（差）公

式
  2233 babababa  

和与差的立方公

式
  32233 33 babbaaba 

常把 1 看作
31 13 x ＝ )1)(1( 2  xxx 

常用配方公式

333 cba  ＝3abc ⇒ a＝b＝c 或 a＋b＋c＝0

abccba 3333  ＝ ))(( 222 bcacabcbacba 
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4.因式分解

（1）概念

把一个多项式化成几个最简整式的积的形式，这种变形叫做因式分解.

①因式分解的实质是一种恒等变形，是一种化和为积的表现形式.（和⇒积）

②因式分解与整式的乘法是互逆的.

③在因式分解的结果中，每个因式都必须是整式.

④因式分解要分解到不能再分解为止.

（2）因式分解的一般方法

①提公因式法

如果多项式的各项有公因式，可以把这个公因式提到括号外面，将多项式写成因

式乘积的形式，这种分解因式的方法叫作提公因式法.

【例】将 baab 22 64  因式分解

【答案】

系数：4 和 6，其最大公因数是 2

字母：a 和 b
幂：a 最低次幂是 1，b 最低次幂是 1

公因式：2ab

所以， baab 22 64  ＝2ab 2b − 3a

②运用基本公式法

③分组分解法（2＋2分法、3＋1 分法）

【例】将 bybxayax  因式分解

【答案】

bybxayax  ＝ )()( bybxayax  ＝ )()( yxbyxa  ＝ ))(( yxba 

④十字相乘法

十字相乘法能用于二次三项式 pqxaqbpabx  )(2
型的分解因式.

十字相乘法的一般步骤：

竖分二次项与常数项，交叉相乘和相加，检验确定，横写因式.

口诀：拆两头，凑中间，横写因式不能乱.
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【例】将 3103 2  xx 因式分解

【答案】

3103 2  xx ＝ )13)(3(  xx

⑤换元法

⑥双十字相乘法

分解二次三项式时，常用十字相乘法，对于某些二元二次六项式时，就用双十字

相乘法.

双十字相乘法的一般步骤：

分解��，分解常数项，凑关于�的一次项系数（常数项一旦确定不能再变），分解

��，凑关于�的一次项系数，验证关于��的系数.

【例】将 65832 22  yxyxyx 因式分解

【答案】

65832 22  yxyxyx ＝ )3)(22(  yxyx

【技巧点拨】

因式分解的方法选择：

①如果多项式的各项有公因式，那么先提公因式；

②提出公因式或无公因式可提，再考虑可否运用公式或十字相乘法；
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③对二次三项式，应先尝试用十字相乘法分解，不行的再用求根公式法；

④最后考虑用分组分解法、换元法和双十字相乘法（二元二次六项式）.

知识点 3 整式的除法

1.整式的除法

整 式 )(xF 除 以 整 式 )(xf 的 商 式 为 )(xg ， 余 式 为 )(xr ， 则 有

)()()()( xrxgxfxF  ，并且 )(xr 的次数要小于 )(xf 的次数.

当 )(xr ＝0时， )()()( xgxfxF  ，此时称 )(xF 能被 )(xf 整除，记作 )()( xFxf .

2.因式定理（整除）

)(xf 含有 )( bax  因式⇔ )(xf 能被 )( bax  整除⇔ )(
a
bf ＝0.

3.余式定理（非整除）

由于余式的次数要小于除式，所以当除式为一次表达式时，余式就为常数，从而

得到余式定理： )(xf 除以 )( bax  的余式为 )(
a
bf .
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第二节 分式及其运算

知识点 1 分式及其运算

1.分式的概念

用 BA, 表示两个整式， BA 就可以表示成
B
A
的形式，如果除式 B中含有字母且

0B ，式子
B
A
就叫作分式.

2.分式的性质

分式

基本

性质

性质
分式的分子与分母都乘以（或除以）同一个不为零的整

式，分式的值不变

表示
BM
AM

B
A
 ，

MB
MA

B
A




 （M 为不等于零的整式）

应

用

符号法则

分子、分母与分式本身的符号，改变其中任何两个，分

式的值不变

b
a

b
a





，
b
a

b
a

b
a







约分 把一个分式的分子与分母的所有公因式约去叫作约分

通分
把几个异分母的分式分别化成与原本的分式相等的同分

母的分式叫作通分

3.分式的运算（表格内分母均不为 0）

分式

运算
加减法则

同分母：同分母的分式相加减，把分式的分子相加减，分母不

变

c
ba

c
b

c
a 



异分母：异分母的分式相加减，先通分变为同分母的分式，然

后再加减

cd
bcad

d
b

c
a 


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乘法法则

分式乘以分式：用分子的积做积的分子，分母的积做积的分母

bd
ac

d
c

b
a



除法法则

分式除以分式：把除式的分子、分母颠倒位置后，与被除式相

乘

bc
ad

c
d

b
a

d
c

b
a



乘方法则

与繁分式

分式的乘方：把分式的分子、分母各自乘方 n

n
n

b
a

b
a

)( （n 为正

整数）

繁分式的运算：

（1）可以利用除法法则进行运算

（2）可以用分式的基本性质化简繁分式（繁分式：分子或分母

本身至少有一个是分式）

裂项运算

  










 knnkknn
1111

       












 21

1
1

1
2
1

21
1

xxxxxxx

 nkn
knkn




11
（分母有理化，再消项）

多个括号

求积：凑

平方差公

式法

       )1(
1
1111111

64
3216842 




 a
a
aaaaaaa

4.最简分式

分式的分子与分母没有公因式时，叫作最简分式.一个分式的最后形式必须是最简

分式，分式化为最简分式时通常采用约分的方法.
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第三节 函数

知识点 1 集合

1.集合的概念

（1）集合：将能够确切指定的一些对象看成一个整体，这个整体就叫作集合，简

称集.

（2）元素：集合中各个对象叫作这个集合的元素.

（3）表示：集合通常用大写的拉丁字母表示，如 QPCBA ，，，， 等，元素通

常用小写的拉丁字母表示，如 qpcba ，，，， 等.

2.元素与集合的关系

（1）属于：如果 a是集合 A的元素，就说 a属于 A，记作 Aa .

（2）不属于：如果 a不是集合 A的元素，就说 a不属于 A，记作 Aa .

3.集合中元素的特性

（1）确定性：按照明确的标准判断给定一个元素，或者在这个集合里，或者不在，

不能模棱两可.集合中的元素必须是确定的.

（2）互异性：集合中的元素互不相同.例如：集合 A＝ 1，a ，则 a 不能等于 1.

（3）无序性：集合中的元素没有一定的顺序.例如：集合 1，5，3 和集合

3，1，5 是同一个集合.

4.集合的表示方法

列举法、描述法、图示法和符号法.

5.常用数集的符号

复数集 C
实数集 R
整数集 Z

有理数集 Q
自然数集（非负整数集） N

正整数集 N∗或N+

说明：根据国家标准，“0”是自然数.

6.集合的关系与运算

子集
如果集合 A 的任何一个元素都是集合 B 的元素，则称 A 是 B 的子集，

记为 A⊆B 或 B⊇A，读作“A 包含于 B”或“B 包含 A”.
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相等的集合 若 A⊆B，且 B⊆A，则称 A＝B.

真子集 若 A⊆B 且 A≠B，则称 A 是 B 的真子集，记作 A⫋ B（或 B⫌ A）.

空集 空集是任何集合的子集；空集是任何非空集合的真子集.（∅ ）

交集
由所有属于集合 A 且属于集合 B 的元素所组成的集合，叫做 A 与 B
的交集，记作 A∩B.

并集
由所有属于集合 A 或属于集合 B 的元素所组成的集合，叫做 A 与 B
的并集，记作 A∪B.

全集
若一个集合含有所要研究的各个集合的全部元素，那么这个集合就

可以看作一个全集，全集记作 U.

补集

对于集合 U，若集合 A⊆U，那么由 U 中所有不属于 A 的元素组成的

集合，叫做 U 中子集 A 的补集（或余集），记作CUA 或 A .

注意：由 n个元素所组成的集合，其子集的个数为
n2 个，真子集的个数为 12 n 个，

非空子集的个数为 12 n 个，非空真子集的个数为 22 n 个.

知识点 2 一元二次函数及其图像

1.基本公式  0a

一般式： cbxaxy  2

顶点式：
a
bac

a
bxay

4
4

2

22 







 

交点式（两根式）：   21 xxxxay 

【注】x1和x2表示一元二次函数与 x 轴的两个交点，或方程的两个根.

2.函数 cbxaxy  2  0a 的图像和性质

一元二次函数

�的取值 0a 0a
定义域 R R
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一元二次函数

开口方向 开口向上 开口向下

图像

顶点坐标 )
4

4,
2

(
2

a
bac

a
b 



y轴截距 cy  （当 0c 时，一元二次函数图像过坐标原点）

与 y轴的交

点
（0，c） （0，c）

对称轴

关于直线
a
bx

2
 对称

（当 0b 时，一元二次函数图像关于 y 轴对称）

单调性

在
a
bx

2
 上单调递减

在
a
bx

2
 上单调递增

在
a
bx

2
 上单调递增

在
a
bx

2
 上单调递减

最值

当
a
bx

2
 时，

a
bacy

4
4 2

最小值

当
a
bx

2
 时，

a
bacy

4
4 2

最大值

注意：
2axy  是二次函数的特殊形式，即 0cb、 的情况.

2axy  关于 y轴对称，

顶点坐标是（0，0）.
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知识点 3 指数函数、对数函数

1.指数函数与对数函数的图像和性质

指数函数 对数函数

函数式 xay   10  aa ，且 xy alog  10  aa ，且

定义域 R ),0( 

值域 ),0(  R

图像

两者关系
xay  与 xy alog 互为反函数，两者图像关于 xy  对称

奇偶性 非奇非偶

性

质

① 0y （图像在 x轴上方） 0x （图像在 y轴右方）

② 10 a 【图像恒过（0，1）】 01log a 【图像恒过（1，0）】

③

1a 时，











)0(,1
)0(,1
)0(,1

x
x
x

a x

10  a 时，










)0(,1
)0(,1
)0(,1

x
x
x

a

1a 时，











)10(,0
)1(,0
)1(,0

log
x

x
x

xa

10  a 时










)10(,0
)1(,0
)1(,0

log
x

x
x

xa
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指数函数 对数函数

④
1a 时，在 R上单调递增

10  a 时，在 R上单调递减

1a 时，在 )0( ， 上单调递增

10  a 时，在 )0( ， 上单调递减

⑤

1a 时，底数越大，图像越靠近

y 轴

10  a 时，底数越小，图像越

靠近 y 轴

1a 时，底数越大，图像越靠近 x
轴

10  a 时，底数越小，图像越靠

近 x 轴

其中在对数函数中，当 10a  时， 10 lgy log x x  （常用对数）；当 a e 时，

lney log x x  （自然对数）.

2.指数函数和对数函数运算公式

（1）指数函数运算公式

nmnm aaa  nmnm aaa    mnnm aa    nnn baab 

n

nn

a
b

a
b









m nm
n

aa  n
n

a
a 1

  0  10  aa

（2）对数函数运算公式

如果 0a ，且 1a ， 0nmb ，， ，那么有如下计算法则：

同底对数： mnnm aaa logloglog  ；
n
mnm aaa logloglog  .

幂的对数： mnm a
n

a loglog  ； b
m
nb a

n
a m loglog  .

换底公式：
a
bb

c

c
a log

loglog  ，一般 c取 10 或 e .

对数恒等式： na na log
； mama log .

特殊： 01log a ； 1log aa .



33

第二章 代数 高频 中频 低频

知识点 4 特殊函数

1.最值函数

（1）max 表示最大值函数.

比如 max zyx ，， 表示 zyx ，， 中最大的数.

（2）min 表示最小值函数.

比如 min zyx ，， 表示 zyx ，， 中最小的数.

2.绝对值函数

（1） baxy 

先画 baxy  的图像，再将 x轴下方的图像翻到 x轴上方.

（2） cbxaxy  2

先画 cbxaxy  2
的图像，再将 x轴下方的图像翻到 x轴上方.

（3） cbyax 

表示两条平行的直线 cbyax  ，且两者关于原点对称.

（4） cbyax 

当 ba  时，表示正方形；当 ba  时，表示菱形.

（5） ybxaabxy 

分析：

0)()(0  aybayxabybxaxyybxaabxy

aybxaybx  或0))(( ，故表示由 aybx  , 围成的图形，

当 ba  时，表示正方形；当 ba  时，表示矩形.

3.分段函数

有些函数，对于其定义域内的自变量 x的不同值，不能用一个统一的解析式表示，

而是要用两个或两个以上的式子表示，这类函数称为分段函数.分段函数表示不同的取
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值范围对应不同的表达式.












0     
0        0
0        

xx
x
xx

xy ；












0     1
0       0
0        1

sgn
x
x
x

xy ；




为无理数

为有理数

x
xxD

        0
        1)( .

4.复合函数

已知函数 )(ufy  ，又 )(xgu  ，则称函数 ))(( xgfy  为函数 )(ufy  与

)(xgu  的复合函数.其中 y 称为因变量， x称为自变量，u称为中间变量.

注意： )(xg 的值域对应 )(ufy  的定义域.
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第四节 代数方程

知识点 1 一元一次方程、二元一次方程组

1.一元一次方程

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是 1，并且含未知数项的系数不是零

的整式方程称为一元一次方程.其一般形式为 )0(  abax ，方程的解为
a
bx  .

（1）一元一次方程解法的一般步骤：

①去分母：在方程两边都乘以各分母的最小公倍数；

②去括号：先去小括号，再去中括号，最后去大括号；（括号外有减号的话一定

要变号）

③移项：把含有未知数的项都移到方程的一边，其他项都移到方程的另一边；（移

项要变号）

④合并同类项：把方程化成 ax＝b（a ≠0）的形式；

⑤系数化为 1：在方程两边都除以未知数的系数 a，得到方程的解 x＝
a
b
.

2.二元一次方程组

形如







222

111

cybxa
cybxa

的方程组为二元一次方程组，采用消元法或代入法求解.

（1）有三种解的情况：

①如果
2

1

2

1

b
b

a
a

 ，则方程组有唯一解 ),( yx .

②如果
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

 ，则方程组有无穷多解.

③如果
2

1

2

1

2

1

c
c

b
b

a
a

 ，则方程组无解.

注意：可以将二元一次方程组的情况，看作两条直线的位置关系.上述三种情况分

别对应两条直线相交、重合、平行.

（2）二元一次方程组的解法

①加减消元法
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






②

①

        
         
222

111

cybxa
cybxa

由式①×b2－式②×b1得： a1b2 − a2b1 x＝b2c1－b1c2.

解出 x，再将 x 的值代入式①或式②中，求出 y 的值，从而得到方程组的解.

②代入消元法








②

①

        
         
222

111

cybxa
cybxa

由式①可得：y＝
1

11

b
xac 
（b1 ≠0）.

将其代入式②，消去 y，得到关于 x 的一元一次方程，解之可得 x.
再将 x 的值代入式①或式②中，求出 y 的值，从而得到方程组的解.

知识点 2 一元二次方程

1.一元二次方程

只含一个未知数，且未知数的最高次数是 2，且系数不为 0 的方程，称为一元二

次方程.其一般形式为 )0(02  acbxax .

2.一元二次方程根的情况

令判别式 acb 42  ，此方程的解将依Δ值的不同分为如下三种情况：

（1）当 0 时，方程有两个不等实根，根的表达式为 1x ， 2x ＝
a

acbb
2

42 
.

（2）当 0 时，方程有两个相等实根 1x ＝ 2x ＝
a
b

2
 .

（3）当 0 时，方程无实根.

由于在判断一元二次方程的解的三种情况时的重要作用，称 acb 42  为一

元二次方程的判别式.

3.一元二次方程的解法

（1）直接开平方法

对形如 x + a 2＝b（b≥0）的方程两边直接开平方而转化为两个一元一次方程的
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方法.

x＋a＝± b ⇒ x1＝－a＋ b，x2＝－a－ b.
（2）配方法

通过把方程配成完全平方形式得到一元二次方程的根的方法.配方法的依据是完

全平方公式.

①转化：将题目的一元二次方程化为 )0(02  acbxax 的形式.

②系数化 1：将二次项系数化为 1.

③移项：将常数项移到等号右侧.

④配方：等号左右两边同时加上一次项系数一半的平方.

⑤变形：将等号左边的代数式写成完全平方公式的形式.

⑥开方：左右同时开平方.

⑦求解：整理即可得到原方程的根.

（3）公式法

用求根公式求出一元二次方程的解的方法.公式法是通过配方推导出来的.

求根公式： 1x ， 2x ＝
a

acbb
2

42 
（ 042  acb ）.

步骤：

①把方程转化为一般形式.

②确定 a，b，c 的值.

③求出 acb 42  的值，当 042  acb 时代入求根公式.

（4）因式分解法

用因式分解的方法求一元二次方程的根的方法叫做因式分解法.

理论根据：若 ab＝0，则 a＝0 或 b＝0.

步骤：

①将方程右边化为 0.

②将方程左边分解为两个一次因式的乘积.

③令每个因式等于 0，得到两个一元一次方程乘积的形式，解这两个一元一次方

程，它们的解就是原一元二次方程的解.

因式分解的方法：提公因式法、公式法、十字相乘法等.

4.根与系数的关系（韦达定理）

21, xx 是方程 )0(02  acbxax 的两根 ⇌
a
bxx  21 ，

a
cxx  21 .



38

第二章 代数 高频 中频 低频

5.韦达定理的扩展应用

【利用韦达定理可以求出关于两个根的对称轮换式的数值】

（1）
c
b

xx
xx

xx





21

21

21

11

（2）
 

  2

2

2
21

21
2

21
2
2

2
1

2211
c
acb

xx
xxxx

xx







（3）
a
acb

a
c

a
bxxxxxxxx 444)()(

2

2

2

21
2

21
2

2121




（4）   2

2

21
2

21
2
2

2
1

22
a
acbxxxxxx 



（5）   2121
2
2

2
1 xxxxxx 

（6） ]3))[(())(( 21
2

2121
2
221

2
121

3
2

3
1 xxxxxxxxxxxxxx 

知识点 3 特殊方程

1.绝对值方程

常用处理绝对值的方法：

（1）分段讨论法

根据绝对值的正负情况来分类讨论，其缺点是运算量较大，只有当绝对值比较简

单时，才分段讨论求解.

（2）平方法

采用平方来去掉绝对值，利用公式
22 xx  来分析求解，平方法的缺点是次方升

高，一般结合平方差公式来转移此缺点.

（3）图像法

图像法比较直观，通过常见绝对值图像来分析.

2.分式方程

解分式方程的步骤是：方程两边都乘以最简公分母，将分式方程转化为整式方程，

求出根以后，要验证原分式的分母是否有意义.

注意：分式方程本身隐含着分母不为 0的条件，当把分式方程转化为整式方程后，
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方程中未知数允许取值的范围扩大了，如果转化后的整式方程的根恰好使原方程中分

母的值为 0，就会出现不适合原方程的根——增根；因为解分式方程可能出现增根，

所以解分式方程必须验根.

3.无理方程

解无理方程，一般通过方程两边同时乘方，使之转化为有理方程，从而求出方程

的解，求完以后要验证根号是否有意义.

注意：解无理方程时，由于方程两边同时乘方，未知数的取值范围可能会扩大，

有产生增根的可能.因此，最后必须进行验根.

4.指数或对数方程

一般遇到指数或对数方程，都要先经过换元，转化成常见的一元二次方程进行讨

论分析，在换元的过程中，一定要注意换元前后变量的取值范围的变化.

注意：在解对数方程的时候，还要验证定义域.
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第五节 不等式

知识点 1 不等式的性质

1.不等式的定义

用不等号连接的两个（或两个以上）解析式称为不等式，使不等式成立的未知数

的取值范围称为不等式的解（不等号包括＞、＜、≤、≥、≠五种）.

2.不等式的分类

按照不等式的解的情况可以将不等式分为以下三类：

（1）绝对不等式：解集为 R的不等式；

（2）条件不等式：解集为实数集的非空真子集的不等式；

（3）矛盾不等式：解集为空集的不等式.

3.不等式的基本性质（注意推导关系，有的无法逆推）

（1）传递性： cacb
ba 








.

（2）同向相加性： dbcadc
ba 







.

（3）同向皆正相乘性： bdacdc
ba 








0
0

.

（4）同号倒数性： 0110 
ab

ba ， 0110 
ab

ba .

（5）如果 0 ba ，那么 )2(  nNnba nn ， .

（6）如果 0 ba ，那么 )2(  nNnba nn ， .

4.不等式的解

（1）不等式的解

使不等式成立的未知数的值叫作不等式的解.一般地，一个含有未知数的不等式的

所有解，组成这个不等式的解的集合，简称这个不等式的解集.

（2）不等式解集的表示方法

①用不等式表示.如：x≤1或 x＜－1.

②用数轴表示.（注意：空心和实心）如：x＞1.
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（3）解一元不等式的步骤

去分母，去括号，移项，合并同类项，系数化为 1（注意是否需要变号）.

5.不等式组

分别求出组成不等式组的每个不等式的解集后，再求这些解集的交集.

由两个一元一次不等式组成的不等式组的解集通常有如下四种类型（其中 a＜b）

不等式组 数轴表示 解集 口诀







bx
ax

x≥b 大大取较大







bx
ax

x≤a 小小取较小







bx
ax

a≤x≤b
大小、小大

中间找







bx
ax

无解
大大、小小

无处找

知识点 2 一元二次不等式

1.一元二次不等式的标准形式

)0(02  或cbxax .

其他非标准形式的不等式可以通过等价变形转化为标准形式.
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2.解一元二次不等式的步骤

①先化成标准型： )0(02  或cbxax ，且 0a ；

②计算对应一元二次方程的判别式 acb 42  ；

③求对应一元二次方程的根
a

acbbxx
2

4,
2

21


 ；

④利用口诀“大于零在两边，小于零在中间”写出解集.

3.函数、方程、不等式的关系

解一元二次不等式时，就是要善于利用相应的二次函数的图像进行解题分析，要

能抓住一元二次方程的根与一元二次不等式的解集区间的端点值的联系.

对于一元二次方程 )0(02  acbxax ，设 acb 42  ，它的解按照 0 ，

0 ， 0 可分为三种情况.相应地，二次函数 )0(2  acbxaxy 的图象与 x

轴的位置关系也分为三种情况.因此，可分三种情况来讨论对应的一元二次不等式

02  cbxax ( 0a )的解集.

∆＝ acb 42  ∆＞0 ∆＝0 ∆＜0

二次函数

cbxaxy  2

)0( a 的图像

一元二次方程

02  cbxax

)0( a 的根

有两相异实根

)( 2121 xxxx ，

有两相等实根

a
bxx

221 
无实根
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∆＝ acb 42  ∆＞0 ∆＝0 ∆＜0

02  cbxax

)0( a 的解集

 21 xxxxx  或






 

a
bxx

2
R

02  cbxax

)0( a 的解集

 21 xxxx   

知识点 3 均值不等式

1.定义

当 nxxx ,,, 21  为 n个正实数时，它们的算术平均不小于它们的几何平均，即

n
n

n xxx
n

xxx 
21

21 


，当且仅当 nxxx  21 时，等号成立.

成立条件：一正二定三相等

一正：指的是所有数据均为正数.

二定：和定积最大；积定和最小.

三相等：当且仅当 nxxx  21 时，等号成立.

2.常见形式

（1）基本不等式：如果 0ba， ，那么 abba 2 ，当且仅当 ba  时，等

号成立.

（2）几何平均不等式：如果 Rcba ，， ，那么 3

3
abccba




，当且仅当

cba  时，等号成立.

（3） babaababbaRba 


 当且仅当,
2

,2,
22

22
时等号成立.
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（4）  021
 a

a
a （当且仅当 1a 时等号成立）；  021

 a
a

a （当且

仅当 1a 时等号成立）.

知识点 4 特殊不等式

1.绝对值不等式

解绝对值不等式的基本思想是去掉绝对值符号，把含有绝对值号的不等式等价转

化为不含绝对值号的不等式求解，常用的方法有：

（1）分段讨论法






 0)(     )(

0)(        )()( xfxf
xfxfxf

（2）平方法

22 ])([))(( xfxf 

（3）公式法

axfaaaxf  )()0()(

axfaxfaaxf  )()()0()( 或

扩展： )()()()()( xgxfxgxgxf  （ )(xg 为正）；

)()()()()()( xgxfxgxfxgxf  或 （ )(xg 为正）.

（4）图像法

如果画图比较容易，可以画出图像来分析.

2.分式不等式

（1）简单分式不等式

① )(0 ba
bx
ax





的解集为 bxaxx  或 ；

② )(0 ba
bx
ax





的解集为 bxax  .
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（2）其他分式不等式

分式不等式的解法一般通过移项整理成标准 0
)(
)(


xg
xf

或 0
)(
)(


xg
xf

，再等价化成

整式不等式来解.

① 0)()(0
)(
)(

 xgxf
xg
xf

.

② 0)()(0
)(
)(

 xgxf
xg
xf

③





 0)(

0)()(0
)(
)(

xg
xgxf

xg
xf

.

④





 0)(

0)()(0
)(
)(

xg
xgxf

xg
xf

最后再讨论各因子的符号或按数轴标根法写出解集.

3.高次不等式——穿线法

“数轴穿线法”用于解一元高次不等式非常方便，其解题步骤如下：

（1）分解因式，化成若干个因式的乘积；

（2）作等价变形，便于判断因式的符号，例如： 53,1,1 222  xxxxx 等，

这些因式的共同点是：无论 x取何值，式子的代数值均大于零；

（3）由小到大，从左到右标出与不等式对应的方程的根；

（4）从右上角起，“穿针引线”；

（5）重根的处理，依“奇穿偶不穿”（对于偶数次方的因式，该零点不穿）原则；

（6）画出解集的示意区域，如下图，从左到右写出解集.
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阴影部分为 0)( xf 的解集.

注意：图像在数轴上方代表大于零，在数轴下方代表小于零； x的系数都要转化

为正数来分析.

4.无理不等式

对于无理不等式，一般是通过平方转化为有理不等式进行求解.在求解时，注意根

号要有意义.

5.指数、对数不等式

遇到指数或对数不等式，结合单调性进行分析，或者换元转化为一般的不等式求

解.

6.柯西不等式

若 dcba ，，， 都是实数，则
22222 )())(( bdacdcba  ，当且仅当 bcad 

时，等号成立.



47

高频 中频 低频第三章 数列

第三章 数列
第一节 数列

知识点 考法 年份（题号）

数列

na 与 nS 的关系 2023（24）,2019（24），2015（20）

由递推式求通项
2022（24），2021（24），2020（11），2019

（15），2016（22）

第二节 等差数列

等差数列

等差数列通项公式
2024（6），2021（25），2018（17），2015

（22）

等差数列求和公式
2024（10），2020（5）,2019（24），2017（11），

2016（13），2015（21）

等差数列的判定 2022（24），2019（24)

等差中项 2021（2），2018（17），2017（7），2017（25）

等差数列增减性 2015（21）

第三节 等比数列

等比数列

等比数列通项公式 2023（24），2021（25）

等比数列求和公式 2024（25），2018（7）

等比数列增减性 2023（18），2023（24）

等比中项
2022（21），2022（23），2019（16），2018

（19），2017（25）

等比数列的判定 2021（24），2019（15）

等比数列前 n 项和性质 2018（7）

第四节 数列综合运用

数列综合

运用

由递推式求通项
2022（24），2021（24），2020（11），2019

（15），2016（22）

数列应用题 2024（3），2021（2）
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第一节 数列

知识点 1 数列

1.数列的定义

按照一定顺序排列着的一列数称为数列.一般形式：  ，，，，， naaaa 321 ，简记

为 na .

注意：

递推式是数列特有的表示法，如果一个数列的相邻两项或多项之间的关系可以用

一个式子来表示，那么这个式子叫做这个数列的递推公式，如 )2(3 1   naa nn ，递

推式更能反映数列的特征.

2.数列的分类

（1）有穷数列（项数有限）；无穷数列（项数无限）

（2）递增数列（ 1n na a  ）；递减数列（ 1n na a  ）

（3）摆动数列：例如-1,1，-1,1，-1……

（4）常数数列：例如 1,1,1……

3.通项公式

)(nfan  （数列 na 的第 n项与序号 n之间的关系式）.

注意：并非每一个数列都可以写出通项公式；有些数列的通项公式也并非唯一.

4 数列的前n项和

数列的前 n项和记为 nn aaaaS  321 .

5. na 与 nS 的关系（重要）

（1）已知 na ，求 nS .公式： 



n

i
inn aaaaaS

1
321 

（2）已知 nS ，求 na .公式：








 2   

1     
1

11

nSS
nSaa

nn
n
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第二节 等差数列

知识点 1 等差数列

1.定义

一般地，如果一个数列从第 2项起，每一项与它的前一项的差都等于同一个常数，

那么这个数列就叫做等差数列，这个常数叫做等差数列的公差，公差通常用字母 d 表

示，其中 d R .常数数列也为等差数列（ 0d  ）.

2.通项 na

danddknadnaa kn  11 )()1(

若已知 ,m na a ，则公差
mn
aad mn




 .

3.前 n项和 nS

    ndanddnnnaaanS n
n 






 







222
1

2 1
2

1
1

4.重要性质

（1）若 Zqpnm ，，， ， qpnm  ，则 m n p qa a a a   .

成立条件：①脚标之和相等②等号两端的项数分别相等

推广：若 2m n p  ，则 2m n pa a a  .

（2）若 nS 为等差数列的前n项和，则 nS ， nn SS 2 ， nn SS 23  ，…仍为等差数

列，其公差为 dn2 ；

（3）等差数列 na 和 nb 的前 n项和分别用 nS ， nT 表示，则
12

12




k

k

k

k

T
S

b
a

.
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第三节 等比数列

知识点 1 等比数列

1.定义

一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与它的前一项的比都等于同一常数，

那么这个数列叫做等比数列，这个常数叫做等比数列的公比，公比通常用字母 q表示

（ q≠0）.

2.通项

nkn
k

n
n q

q
aqaqaa 11

1  

，

已知 ,m na a ，则 mn

m

n q
a
a  .

3.前 n项和 nS




















  1          

1
 

11
)1(

1                                                       

1111

1

q
q
aa

q
qaa

q
qa

qna
S nn

n
n

4.重要性质

（1）若 Zqpnm ，，， ， qpnm  ，则 qpnm aaaa  ；

（2）若 nS 为等比数列前 n项和，则 nS ， nn SS 2 ， nn SS 23  ，…仍为等比数列，

其公比为
nq ；

（3）若 1q ，则等比数列所有项和
q

aSS nn 


 1
lim 1 .

极限（了解）： 1lim
1nn

aS
q




表示当 n（ n趋于无穷大）时， nS 无限接近

于 1

1
a
q
.
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第四节 数列综合应用

知识点 1 数列综合应用

1.递推公式

na 与 1na 或 1na 的关系式称为递推公式，若已知数列的递推关系式及首项，可以

写出其他项，因此递推公式是确定数列的一种重要方式.

2.递推公式的常用思路

（1）列举法

一般通过递推公式找到前几个元素数值的规律，来判断后面元素的数值.先列举前

面若干项，寻找规律，一般是周期循环的规律.

（2）累加法

写出若干项，然后将各项相加.

适用于类等差数列：  1n na a f n   或  1n na a f n  

则      1 1 2 1na a f f f n     

（3）累乘法

写出若干项，然后将各项相乘.

适用于类等比数列：  1n

n

a f n
a
  或  1n na a f n  

则      1 1 2 1na a f f f n     

（4）构造数列

将某部分看成一个新数列，新数列是等差或等比数列，求出新数列后，再求原数

列.

3.等差数列应用题

当出现差值为定值的应用题时，采用等差数列分析求解.

4.等比数列应用题

当出现比值为定值的应用题时，采用等比数列分析求解.



52

高频 中频 低频第四章 几何

第四章 几何
第一节 平面几何

知识点 考法 年份（题号）

线与角 / /

三角形

三角形面积计算
2024（8），2022（4），2018（4），

2016（12）

等底三角形面积比 2020（10）

等高图形面积比 2019（21）

勾股定理

2024（11），2022（21），2021（25），

2020（12），2019（9），2019（10），

2017（21），2016（15）

三角形三边性质 2023（7）

三角形边与角的性质 2020（16）

正三角形性质 2024（11）

直角三角形性质 2024（11）

解三角形
2023（11），2022（19），2020（16），

2019（10）

三角形相似性质
2022（9），2022（16），2016（8），

2015（8）

三角形相似判定 2021（25）

全等三角形 2018（20）

五线四心 2018（4）

射影定理 2022（19）

三角形外接圆 2020（12），2016（24）

正弦定理 2017（2）

四边形

平行四边形性质 2024（5）

平行四边形面积计算
2018（7），2017（9），2016（17），

2016（10）

梯形面积计算 2022（6），2016（8）

正多边形面积 2019（12）

圆与扇形
圆与扇形面积计算

2024（8），2024（11），2022（4），

2021（9），2018（4），2017（9），

2017（14），2015（4）

内切圆 2024（11），2018（4）
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圆与圆之间的相切 2022（5）

圆内接四边形面积 2021（10）

圆心角圆周角 2020（12）

第二节 立体几何

长方体

体对角线计算 2020（21）

体积计算 2017（5）

正方体表面积计算 2023（10），2019（9）

正方体切面面积 2019（12）

圆柱体

圆柱体体积计算 2024（13），2018（14），2015（7）

圆柱体表面积计算 2015（23）

立体等体积问题 2024（13）

球体
球体体积计算 2024（13），2017（21）

球体表面积计算 2016（15），2015（23）

位置关系 外接球 2021（7），2019（9）

第三节 解析几何

平面直角坐标系

斜率公式 2023（7）

中点坐标公式 2024（5）

两点间距离公式 2023（19）

直线与圆的方程
直线两点式方程 2016（10）

圆的方程与图像分析 2023（20）

位置关系

直线与圆位置关系

2021（21），2019（4），2019（18），

2018（10），2018（24），2017（18），

2015（9），2015（18）

圆上的点到直线距离的

最值
2020（17）

动点分析 2021（10）

求圆上到某点距离最远

的点
2016（10）
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高频 中频 低频第四章 几何

第一节 平面几何

知识点 1 线与角

1.角

（1）定义

有公共端点的两条射线组成的图形叫作角，这个公共端点叫作角的顶点，这两条

射线叫作角的边.

当角的两边在一条直线上时，组成的角叫作平角.平角的一半叫作直角.小于直角

的角叫作锐角.大于直角且小于平角的角叫作钝角.

如果两个角的和是一个直角，那么这两个角互为余角，其中一个角叫作另一个角

的余角.

如果两个角的和是一个平角，那么这两个角互为补角，其中一个角叫作另一个角

的补角.

（2）表示方法

①用数字表示单独的角

②用小写的希腊字母表示单独的一个角

③用一个大写英文字母表示一个独立(在一个顶点处只有一个角)的角

④用三个大写英文字母表示任一个角【一定要把顶点字母写在中间，边上的字母

写在两侧】

（3）角的平分线

一条射线把一个角分成两个相等的角，这条射线叫作这个角的平分线.

性质：

①角平分线上的点到这个角的两边的距离相等.

②到一个角的两边距离相等的点在这个角的平分线上.

2.相交线中的角

（1）邻补角与对顶角

两条直线相交，可以得到四个角，其中有公共顶点但没有公共边的两个角互为对

顶角，有公共顶点且有一条公共边的两个角互为邻补角.

邻补角互补，对顶角相等.

（2）垂线

两条直线相交所成的四个角中，有一个角是直角时，称这两条直线互相垂直，其

中一条直线叫作另一条直线的垂线，它们的交点叫作垂足.直线 AB，CD 互相垂直，记

作“AB⊥CD”(或“CD⊥AB”)

性质:

①在同一平面内，过一点有且只有一条直线与已知直线垂直.
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②垂线段最短：直线外一点与直线上各点连接的所有线段中，垂线段最短.

3.平行线

（1）定义

在同一个平面内，不相交的两条直线叫作平行线，平行用符号“∥”表示，如“AB

∥CD”，读作“AB 平行于 CD”

同一平面内，两条直线的位置关系只有两种:相交或平行.

注意：

①平行线是无限延伸的，无论怎样延伸也不相交.

②当遇到线段、射线平行时，指的是线段、射线所在的直线平行.

（2）平行线公理及其推论

公理：经过直线外一点，有且只有一条直线与这条直线平行.

推论：如果两条直线都和第三条直线平行，那么这两条直线也互相平行.

（3）平行线的判定

平行线的判定公理：同位角相等，两直线平行.

平行线的判定定理：①内错角相等，两直线平行.②同旁内角互补，两直线平行.

补充平行线的判定方法:①平行于同一条直线的两直线平行.②垂直于同一条直线

的两直线平行.③平行线的定义.

（4）平行线的性质

①两直线平行，同位角相等.

②两直线平行，内错角相等.

③两直线平行，同旁内角互补.

知识点 2 三角形

1.三角形的边和角

（1）任意两边之和大于第三边，即 cba  ；任意两边之差小于第三边，即

cba  .

（2）三角形内角之和 180°，外角等于不相邻的两个内角之和.

（3）三角形中大边对大角，大角对大边.

（4）直角三角形中，30°角所对的边是斜边的一半，三边之比为 1∶ 3∶2.

直角三角形中，一个内角为 45°，三边之比为 1∶1∶ 2 .

（5）在锐角三角形中，最长边的平方＜剩余两边的平方和.

在直角三角形中，最长边的平方＝剩余两边的平方和（勾股定理）.

在钝角三角形中，最长边的平方＞剩余两边的平方和.
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2.三角形的性质及相关公式

名称 一般三角形 直角三角形 等腰三角形 等边三角形

图形

相关

内容

及

公式

ahS
2
1



Bac

Abc

CabS

sin
2
1

sin
2
1

sin
2
1







（1）勾股定理：

222 cba 

（2）常用勾股数：

（3，4，5）

（6，8，10）

（5，12，13）

（7，24，25）

（8，15，17）

等腰三角形的顶

角平分线、底边

上的中线，底边

上的高重合，即

“三线合一”

ah
2
3



2

4
3 aS 

3.三角形的四心

名称 内心 外心 重心 垂心

定义

内切圆的圆心；

顶角的角平分线的交

点

外接圆的圆心；

底边中垂线的交点

底边中线的

交点

底边高线

的交点

图形

相关

性质

（1）内心到各边距离

相等；

（2）

周长rC

rcbaS

2
1

)(
2
1





（3）

2
cbarRt 

中：

（1）外心到各顶点距

离相等；

（2）等边△的外接圆

与内切圆半径之比：

1
2


r
R

1
2


GF
CG

GE
BG

GD
AG
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4.三角形全等与相似

（1）全等、相似的判定

全等的判定 相似的判定

SSS（边边边） 三边对应相等的三角形全等 三边对应成比例

SAS（边角边） 两边及其夹角对应相等的三角形全等
两边对应成比例且

夹角相等

ASA（角边角） 两角及其夹边对应相等的三角形全等

两对应角相等

AAS（角角边）
两角及其一角的对边对应相等的三角形

全等

HL（斜边、直角边）
斜边及一条直角边相等的直角三角形全

等
一锐角相等

（2）相似结论

相似三角形（相似图形）对应边的比相等（即为相似比）. k
c
c

b
b

a
a


2

1

2

1

2

1 .

相似三角形（相似图形）的高、中线、角平分线的比也等于相似比．

相似三角形（相似图形）的周长比等于相似比. k
C
C


2

1 .

相似三角形（相似图形）的面积比等于相似比的平方. 2

2

1 k
S
S

 .
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（3）相似模型

图 模型

A 字型：∆ADE~∆ABC

8 字型：∆ABO~∆DCO

梯形：∆ADO~∆CBO

2

4

3

1

S
S

S
S

b
a

BO
DO

CO
AO

CB
AD



梯形面积三条性质：

2

2

1 






b
a

S
S

，

432143 , SSSSSS 

ba
abMNADMN



2,// （调和平均数）

楼梯图形：∆ABC~∆CDE
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图 模型

双垂直图形：

∆ACD~∆CBD~∆ABC

∆ADE~∆ABC

（4）（拓展）余弦定理与鸟头定理

鸟头定理：共角三角形 余弦定理

ACAB
AEAD

AACAB

AAEAD

S
S

ABC

ADE















sin
2
1

sin
2
1

ACAB
AEAD

BACACAB

DAEAEAD

S
S

ABC

ADE















sin
2
1

sin
2
1

Abccba cos2222 

Baccab cos2222 

Cabbac cos2222 

 222 cba 直角∆

 222 cba 锐角∆

 222 cba 钝角∆
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知识点 3 四边形：矩形、平行四边形、梯形

1.边与角

（1） n边形内角和：  180)2(n .

（2） n边形对角线条数：
2

)3( nn 
.

2.四边形图形和性质

平

行

四

边

形

（1）定义：一组对边平行且相等的四边形叫平行四边

形

（2）性质：

①两条对角线 AC 和 BD 互相平分

②两条对角线 AC 和 BD 将整个平行四边形面积四等分

（3）公式： 高底边平行四边形 S

矩

形

（1）定义：有一个角是 90°的平行四边形叫做矩形

（2）性质：

①平行四边形的所有性质都满足

②矩形的对角线相等

（3）公式： )(2 baC 周长 ； abS 面积

菱

形

（1）定义：有一组邻边相等的平行四边形叫做菱形

（2）性质：

①两条对角线 AC 和 BD 互相垂直且平分

②菱形面积等于对角线乘积的一半

（3）公式： 212
1 llS 菱形

正

方

形

（1）定义：四条边都相等、四个角都是直角的四边形

是正方形

（2）性质：

①对角线互相垂直，对角线相等且互相平分，每条对

角线平分一组对角
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②既是中心对称图形，又是轴对称图形（有四条对称

轴）

③正方形的一条对角线把正方形分成两个全等的等腰

直角三角形，对角线与边的夹角是 45°
④正方形的两条对角线把正方形分成四个全等的等腰

直角三角形

⑤正方形具有平行四边形、菱形、矩形的一切性质与

特性

（3）公式：

aC 4周长 ； 2aS 面积 ；对角线 aBDAC 2

梯

形

（1）定义：只有一组对边平行的四边形叫梯形

（2）性质：两腰中点连线 EF 平行于上底和下底

（3）公式：

)(
2
1 baEF  ； 




2
) hbaS （

梯形
中位线×高

梯

形

︵

拓

展

|

蝶

形

定

理

︶

（1）

2

2

1 






b
a

S
S

（2） 43 SS 

（3） 4321 SSSS 

知识点 4 圆与扇形

1.弧度定义

弧度是角的度量单位.弧度是指在一个圆中，弧长和半径之比，即弧度＝弧长÷半

径.
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2.度与弧度及常用的换算

（1）度与弧度的换算关系：1弧度＝

180
；1°＝

180


弧度.

（2）常用的换算：

角度 30° 45° 60° 90° 120° 180° 360°

弧度
π

6
π

4
π

3
π

2
2π
3

π 2π

3.圆中的基本性质

（1）弦：过点 P的最长弦为直径，最短弦为过点 P垂直于直径的弦.

（2）圆心角：顶点在圆心的角叫作圆心角.

（3）圆周角：顶点在圆上，并且两边都和圆相交的角叫作圆周角.

（4）圆周角定理：

同一段弦对应的圆周角相同，即 ADBACB  ；

同 一 段 弦 对 应 的 圆 心 角 是 圆 周 角 的 2 倍 ， 即 在 如 下 左 图 中

ADBACBAOB  22 ；

直径对应的圆周角为 90°，即在如下右图中  90ADBACB .

4.垂径定理（重要）

平面、立体、解析几何中，解决圆与弦（直线）的问题时使用，构造直角三角形，

利用勾股定理解决问题！
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垂径定理：垂直于弦的直径平分弦，并且平分弦所对的两条弧.如图，直径MN平

分且垂直 222 xdrAB ： .

5.圆、扇形、弓形

圆

（1）圆心为O，半径为 r

（2）公式： rC  2周长 ； 2rS  圆

（3）圆心角与圆周角：

COB 为圆心角， CAB 为圆周角；

圆 心 角 等 于 圆 周 角 的 2 倍 ， 即

CABCOB  2

扇形

（1） 为扇形角的角度， r为扇形半径

（2）公式：

扇形弧长： rl 



  2
360

扇形面积： rlrS 




2
1

360
2

扇形

弓形 公式： AOCAOC SSS  扇形弓形
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6.拓展

相交弦定理 PA ∙ PB＝PC ∙ PD

切割线定理 PT2＝PA ∙ PB

割线定理 PA ∙ PB＝PC ∙ PD
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第二节 立体几何

知识点 1 长方体

设 3 条相邻的棱边长是 cba ,, .

1.全面积： )(2 acbcabF  .

2.体积： abcV  .

3.体对角线：
222 cbad  .

4.所有棱长和： )(4 cbal  .

当 cba  时，长方体称为正方体，且有 全S ＝6
2a ，V ＝

3a ， d ＝ a3 .

知识点 2 圆柱体

1.柱体的分类

圆柱：底面为圆的柱体称为圆柱.

棱柱：底面为多边形的柱体称为棱柱，底面为 n边形的柱体就称为 n棱柱.

2.柱体的一般公式

无论是圆柱还是棱柱，侧面展开图均为矩形，其中一边长为底面的周长，另一边

为柱体的高.

侧面积：S＝底面周长×高（展开矩形的面积）.

体积：V＝底面积×高.

3.对于圆柱的公式
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设高为 h，底面半径为 r .
体积：V = π∙ r2 ∙ ℎ .

侧面积： hrS  2 （其侧面展开图为一个长为 r2 ，宽为 h的长方形）.

全面积： 2222 rhrSSF  底侧 .

知识点 3 球体

1.面积： 24 RS 球面 （R为球半径）.

2.体积： 3

3
4 RV 球

（ R为球半径）.

知识点 4 位置关系

几何体的外接球：几何体的顶点都在同一个球面上的球.

几何体的内切球：与几何体的各个面都相切的球.

设圆柱底面半径为 r，球半径为 R，圆柱的高为 h .
几何体 内切球 外接球

长方体 无，只有正方体才有 体对角线 Rl 2
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几何体 内切球 外接球

正方体 棱长 Ra 2
体对角线

)32(2 aRRl 

圆柱
只有轴截面是正方形的圆柱才

有，此时有 Rhr 22  Rrh 2)2( 22 

（补充）：

内切球

（半径为R）

边长为 a 的正方体：
2
aR  等边圆柱（底面半径为 r）：R＝r

外

接

球

︵

半

径

为

R

︶

正方体

（边长为 a）

长方体

（三边长分别为

a，b， c）

圆柱

（底面半径为

r，高为h）

正三棱柱

（边长为 a，高为 h）

2
3aR  2

222 cbaR 
 2)2( R ＝ 2)2( r

＋ 2h

22

2

23
3


















haR
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第三节 解析几何

知识点 1 平面直角坐标系

1.点在平面直角坐标系中的表示： ),( yxP .

2. 两 点 距 离 公 式 ： 两 点 ),(),( 2211 yxByxA 与 之 间 的 距 离

2
12

2
12 )()( yyxxd  .

3.中点坐标公式：两点 ),(),( 2211 yxByxA 与 的中点坐标 





 

2
,

2
2121 yyxx

.

4.点到直线的距离：点 ),( 11 yxP 到直线 Ax＋By＋C＝0 的距离为 d，则 d＝

22

11

BA

CByAx




.

5.两平行直线之间的距离：

设 00 2211  cbyaxlcbyaxl ：；： ， 那 么 1l 与 2l 之 间 的 距 离 为

22

21

ba

cc
d




 .

6.倾斜角：直线 l向上的方向与 x轴正方向之间所成的夹角，称为倾斜角，记为α.

其中α ∈ 0，π .
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7.斜率：直线倾斜角的正切值为直线的斜率，记为 





 

2
,tan k .

倾斜角

�
0º

30°

(
π

6
)

45°

(
π

4 )

60°

(
π

3
)

90°

(
π

2 )

120°

(
2π
3

)

135°

(
3π
4 )

150°

(
5π
6

)

180°
(π)

斜率

tank 0
3
3

1 3
不存

在
3 －1

3
3

 0

知识点 2 直线方程与圆的方程

1.直线方程

名称 已知条件 方程形式 说明

点斜式 直线过点 ),( 11 yxP 和斜率 k )( 11 xxkyy 
不包括 y轴和

平行于 y轴的

直线

斜截式 斜率 k和直线在 y轴的截距b bkxy 
不包括 y 轴和

平行于 y 轴的

直线

截距式

直线在 x轴上的截距是 a（ 0a ）

直线在 y轴上的截距是b（ 0b ）
1

b
y

a
x

不包括经过原

点的直线以及

平行于坐标轴

的直线

两点式

直线过点 ),( 11 yxP 和点

),( 22 yxP ( 21 xx  ， 12 yy  )
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy






 不包括坐标轴

和平行于坐标

轴的直线
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名称 已知条件 方程形式 说明

一般式 A、 B不同时为零
0 CByAx 任何一条直线

都可以写成此

种形式

2.圆的方程

（1）圆的标准方程

222 )()( rbyax  ，其中 ),( ba 是圆心的坐标， r是圆的半径.

（2）圆的一般方程

 022  cbyaxyx

配方后得到：
4

4
22

2222 cbabyax 







 






  ，要求 0422  cba .

圆心坐标 





 

2
,

2
ba

，半径 0
2

422





cbar .

知识点 3 位置关系

1.两条直线位置关系

两条直线的

位置关系

斜截式

111 bxkyl ：

222 bxkyl ：

一般式

01111  cybxal：

02222  cybxal：

平行 212121   ,// bbkkll 
2

1

2

1

2

1
21 //

c
c

b
b

a
all 

相交 21 kk 
2

1

2

1

b
b

a
a


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两条直线的

位置关系

斜截式

111 bxkyl ：

222 bxkyl ：

一般式

01111  cybxal：

02222  cybxal：

垂直 12121  kkll
 1

2

2

1

1
21 b

a
b
all

02121  bbaa
2.点与圆的位置关系

点 ),( pp yxP ，圆 22
0

2
0 )()( ryyxx  ，则

，22
0

2
0 )()( ryyxx pp  点在圆内.

22
0

2
0 )()( ryyxx pp  ，点在圆上.

.)()( 22
0

2
0 ，点在圆外ryyxx pp 

3.直线与圆位置关系

直线 l： bkxy  ；圆O： 22
0

2
0 )()( ryyxx  ，d 为圆心 ),( 00 yx 到直线

l的距离.

直线与圆位置关系 图形 成立条件（几何表示）

直线与圆相离 rd 

直线与圆相切 rd 

直线与圆相交 rd 

注意：在直线与圆的位置关系中，常常用到一个重要的三角形 OABRt 做计算.
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4.圆与圆位置关系

圆 1O ：
2

1
2

1
2

1 )()( ryyxx  ；圆 2O ：
2

2
2

2
2

2 )()( ryyxx 

设 21 rr  ； d 为圆心 ),( 11 yx 与圆心 ),( 22 yx 的圆心距.

两圆位

置关系
图形

成立条件

（几何表示）

公共内切线

条数

公共外切

线条数

外离 21 rrd  2 2

外切 21 rrd  1 2

相交 2121 rrdrr  0 2

内切 21 rrd  0 1

内含 21 rrd  0 0
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5.对称问题（五种基本对称）

（1）点关于点对称

对称点为中点，利用中点坐标公式求解．

（2）点关于直线对称

A. lpp ' 即斜率互为“负倒数”.

B. p和 'p 的中点 A在对称轴上即中点 A满足对称轴方程.

（3）直线关于点对称

A. '// ll ，即 'l ： 01  cbyax （这里只含有 1c 一个未知数）.

B.对称点 A ),( 00 yx 到直线 l和 'l 距离相等（再利用点到直线距离公式可求 1c ）.

（4）直线关于直线对称

A.三线共点，联立 l与 1l 求出点 A坐标，其也满足 2l 方程．

B.在 1l 上任取一点 B，求点 B关于直线 l对称的点 'B ，点 'B 也满足 2l 方程．



74

高频 中频 低频第四章 几何

（5）平行直线对称

将对称轴视为“中点”，巧用中点坐标公式求解， ''l ： 0)2( 0  ccbyax .

（6）拓展——五种特殊对称

对称方式 点 ),( 00 yxp 直线 l： 0 cbyax 规律

关于 x轴对称 ),(' 00 yxp  0'  cbyaxl： 将 y 换成 y

关于 y轴对称 ),(' 00 yxp  'l ： 0 cbyax 将 x换成 x

关于原点对称 ),(' 00 yxp  'l ： 0 cbyax
将 x换成 x ，将 y

换成 y

关于 xy  对称 ),(' 00 xyp 'l ： 0 cbxay 将 x与 y交换

关于 xy  对称 ),(' 00 xyp  'l ： 0 cbxay
将 x换成 y ，将 y

换成 x
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第五章 数据分析
第一节 排列与组合

知识点 考法 年份（题号）

计数原理
乘法原理

2024（14）,2020（14）,2020（15）,2019

（7）,2019（11）,2018（8）,2018（11）,2018

（13）,2017（1）,2017（3）,2016（3）,2016

（5）,2016（14）,2015（15）

加法原理 2023（5）,2022（10）,2022（12）,2016（5）

排列组合

基本公式运用 2024（14），2016（14）

比赛问题 2022（12），2018（11）

元素抽取问题

2023（5），2021（8），2021（11），2021

（12），2020（4），2019（7），2019（11），

2018（12），2016（3）

隔板法 2024（7）

插空法 2023（8），2022（13）

定序、消序 2023（15）

涂色问题 2022（15）

分组分配问题 2018（8），2017（3）

错排问题 2018（13）

几何排列组合 2015（15）

二项式定理 / /

第二节 概率

随机事件与概率 / /

古典概型

基本公式运用

2024（14），2024（16），2023（25）,2022

（5），2021（11），2021（12），2020（4），

2020（14），2020（15），2018（12），2017

（1），2016（3），2017（7），2015（17）

穷举法
2024（2），2024（14），2023（14），2019

（7），2018（12），2017（1），2016（3）

伯努利概型
独立事件概率

2021（6），2019（17），2018（9），2017

（12），2015（14）

伯努利公式 2017（24）

条件概率全概率公

式
/ /
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第一节 排列与组合

知识点 1 基本计数原理

1.分类加法计数原理

完成一件事有两类不同方案（两类不同方案中的方法互不相同），在第 1 类方案

中有m种不同的方法，在第 2 类方案中有 n种不同的方法，那么完成这件事共有 N ＝

m＋ n种不同的方法.

运用加法原理计数，关键在于合理分类，不重不漏.

2.分步乘法计数原理

完成一件事需要两个步骤，做第 1步有m种不同的方法，做第 2 步有n种不同的

方法，那么完成这件事共有 N ＝m× n种不同的方法.

知识点 2 排列与排列数

1.排列

一般地，从 n个不同元素中取出m (m≤ n )个元素，并按照一定的顺序排成一列，

叫做从 n个不同元素中取出m个元素的一个排列.

根据排列的定义，两个排列相同的充要条件是：两个排列的元素完全相同，且元

素的排列顺序也相同．例如：123 与 134 的元素不完全相同，它们是不同的排列；123

与 132 虽然元素完全相同，但元素的排列顺序不同，它们也是不同的排列．

2.排列数

我们把从 n个不同元素中取出m (m≤ n )个元素的所有不同排列的个数，叫做从

n个不同元素中取出m个元素的排列数，用符号 m
nA 表示.

3.排列数公式

一般地，求排列数 m
nA 可以按依次填m个空位来考虑：

假定有排好顺序的m个空位，如图所示，从 n个不同元素中取出m个元素去填空，

一个空位填上一个元素，每一种填法就对应一个排列.因此，所有不同填法的种数就是

排列数 m
nA .

填空可以分为m个步骤完成：
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第 1 步，从 n个不同元素中任选 1 个填在第 1 位，有 n 种选法；

第 2 步，从剩下的 n − 1 个元素中任选 1 个填在第 2 位，有 n − 1 种选法；

第 3 步，从剩下的 n − 2 个元素中任选 1 个填在第 3 位，有 n − 2 种选法；

……

第m步，从剩下的 � − � − 1 个元素中任选 1 个填在第m位，有 n − m + 1
种选法.

根据分步乘法计数原理，m个空位的填法种数为 n n − 1 n − 2 ⋯ n − m + 1 .

这样我们就得到公式：��
� = � � − 1 � − 2 ⋯ � − � + 1

这里，
nm， ，并且 nm  .这个公式叫做排列数公式.

特别地，我们把 n个不同的元素全部取出的一个排列，叫做 n个元素的一个全排

列．这时，排列数公式中m＝n，即有：     12321  nnnAnn

也就是说，将n个不同的元素全部取出的排列数，等于正整数 1 到n的连乘积．正

整数 1 到 n的连乘积，叫做 n的阶乘，用 !n 表示．于是， n个元素的全排列数公式可

以写成： !nAnn  .

另外，我们规定， 1!0  .事实上，有：

! )(
! 

12)(
12)()1()2()1(

)1()2)(1(

mn
n

A
A

mn
mnmnnnn

mnnnnA

mn
mn

n
n

m
n














因此，排列数公式还可以写成
! )(

! 
mn
nAmn 

 .

知识点 3 组合与组合数

1.组合

一般地，从 n个不同元素中取出m (m≤ n )个元素作为一组，叫做从n个不同元

素中取出m个元素的一个组合.

【知识点拨】

从排列与组合的定义可以知道，两者都是从n个不同元素中取出m (m≤n )个元

素，这是它们的共同点．但排列与元素的顺序有关，而组合与元素的顺序无关．
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例如：“甲乙”与“乙甲”的元素完全相同，但元素的排列顺序不同，因此它们

是相同的组合，不同的排列．[“元素相同、顺序不同的两个组合相同”“元素相同、

顺序不同的两个排列不同”].这样，以“元素相同”为标准分类，就可以建立起排列

和组合之间的对应关系，如图所示：

2.组合数

从 n个不同元素中取出m (m≤ n )个元素的所有不同组合的个数，叫做从 n个不

同元素中取出m个元素的组合数，用符号 m
nC 表示.

3.组合数公式

求“从n个元素中取出m个元素的排列数 m
nA ”，可以看作由以下两个步骤得到：

第 1 步，从 n个不同元素中取出m个元素作为一组，共有 m
nC 种不同的取法；

第 2 步，将取出的m个元素作全排列，共有 m
mA 种不同的排法．

根据分步乘法计数原理，有： m
nA ＝ m

nC · m
mA

因此，
！m

mnnnn
A
AC m
m

m
nm

n
)1()2)(1( 




.

这里，
nm， ，并且 nm  .这个公式叫做组合数公式.

因为
! )(

! 
mn
nAmn 

 ，所以，上面的组合数公式还可以写成
! )(! 

! 
mnm

nCm
n 
 .

另外，我们规定， 0
nC ＝1.

4.组合数的性质

（1） m
nC ＝ mn

nC




79

高频 中频 低频第五章 数据分析

（2） m
nC 1 ＝ m

nC ＋ 1m
nC

（3） x
nC ＝ y

nC ⇒ x＝ y或 x＋ y＝ n

（4） 10  n
nn CC ； nCC n

nn  11

（5） n
nnnn CCCC  210 ＝

n2

（6）  420
nnn CCC ＝  531

nnn CCC ＝
12 n

知识点 4 二项式定理

1.定义

nn
n

kknk
n

n
n

n
n

n bCbaCbaCaCba   1110)(
，

*Nn 叫做二项式定

理.

右边的多项式叫做
nba )(  的二项展开式，其中各项的系数 k

nC (
nk ,,2,1,0 
)

叫做二项式系数.式中的 kknk
n baC  叫做二项展开式的通项，用 1kT 表示，即通项为展

开式的第 1k 项： 1kT ＝ kknk
n baC  .

2.二项式系数的性质

nba )(  的展开式的二项式系数： 0
nC ， 1

nC ， 2
nC ，…， k

nC ，…， n
nC .

（1）对称性： m
nC ＝ mn

nC


（2）增减性与最大值：

因为 k
nC ＝

kk
knknnn

 ! )1(
)1)(2(  )1( 




＝ 1k
nC k

kn 1
，即

k
kn

C
C
k
n

k
n 1

1




，

所以，当
11




k
kn

，即 2
1


nk

时， k
nC 随 k的增加而增大；由对称性知， 2

1

nk
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时， k
nC 随 k的增加而减小．当 n是偶数时，中间的一项 2

n

nC 取得最大值；当 n是奇数

时，中间的两项 2
1n

nC 与 2
1n

nC 相等，且同时取得最大值．

（3）各二项式系数的和：

① nn
nnnn CCCC 2210  

②  420
nnn CCC ＝  531

nnn CCC ＝
12 n
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第二节 概率

知识点 1 随机事件与概率

1.有限样本空间与随机事件

（1）有限样本空间

对随机现象的实现和对它的观察称为随机试验，简称试验，常用字母 E表示.

我们感兴趣的是具有以下特点的随机试验：

①试验可以在相同条件下重复进行.

②试验的所有可能结果是明确可知的，并且不止一个.

③每次试验总是恰好出现这些可能结果中的一个，但事先不能确定出现哪一个结

果.

随机试验 E的每个可能的基本结果称为样本点，全体样本点的集合称为试验 E的

样本空间.一般用表示样本空间，用表示样本点.

如果一个随机试验有 n 个可能结果 1 ， 2 ，…， n ，则称样本空间

 n ,,, 21 
为有限样本空间.

（2）随机事件

一般地，随机试验中的每个随机事件都可以用这个试验的样本空间的子集来表示.

为了叙述方便，我们将样本空间的子集称为随机事件，简称事件，并把只包含一个

样本点的事件称为基本事件.

随机事件一般用大写字母 A， B，C，…表示.在每次试验中，当且仅当 A中某

个样本点出现时，称为事件 A发生.

作为自身的子集，包含了所有的样本点，在每次试验中总有一个样本点发生，

所以总会发生，称为必然事件.

空集不包含任何样本点，在每次试验中都不会发生，称为不可能事件.

必然事件与不可能事件不具有随机性.为了方便统一处理，将必然事件和不可能事

件作为随机事件的两个极端情形.这样，每个事件都是样本空间的一个子集.

2.事件的关系和运算

（1）包含

一般地，若事件 A发生，则事件 B一定发生，我们就称事件 B包含事件 A（或事

件 A包含于事件 B），记作 AB  或 BA ）.如图所示.
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特别地，如果事件 B包含事件 A，事件 A也包含事件 B，即 AB  且 A⊇ B，

则称事件 A与事件 B相等，记作 BA  .

（2）并事件（或和事件）

一般地，事件 A与事件 B至少有一个发生，这样的一个事件中的样本点或者在事

件 A中，或者在事件B中，我们称这个事件为事件 A与事件 B的并事件（或和事件），

记作 BA （或 BA ）.如图所示，图中的绿色区域和黄色区域表示这个并事件.

（3）交事件（或积事件）

一般地，事件 A与事件 B同时发生，这样的一个事件中的样本点既在事件 A中，

也在事件 B中，我们称这样的一个事件为事件 A与事件 B的交事件（或积事件），记

作 BA （或 AB）.如图所示，图中的蓝色区域表示这个交事件.

（4）互斥（或互不相容）

一般地，如果事件 A与事件 B不能同时发生，也就是说 BA 是一个不可能事件，

即  BA ，则称事件 A与事件 B互斥（或互不相容）.如图所示.
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（5）互为对立

一般地，如果事件 A 和事件 B 在任何一次试验中有且仅有一个发生，即

 BA ，且  BA ，那么称事件 A与事件 B互为对立.事件 A的对立事件记

为 A，如图所示.

【知识点拨】

事件的关系或运算 含义 符号表示

包含 A发生导致 B发生 BA

并事件（和事件） A与 B至少一个发生 BA 或 BA

交事件（积事件） A与B同时发生 BA 或 AB

互斥（互不相容） A与 B不能同时发生  BA

互为对立
A与 B有且仅有一个发

生
 BA ，  BA

3.概率

研究随机现象，最重要的是知道随机事件发生的可能性大小.对一个随机事件发生

可能性大小的度量（数值）称为随机事件发生的概率，事件 A发生的概率用
)(AP
表

示.

由概率的定义可知：任何事件的概率都是非负的；在每次试验中，必然事件一定

发生，不可能事件一定不会发生.
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4.概率的基本性质

性质 1 对任意的事件 A，都有
1)(0  AP
.

性质 2 必然事件的概率为 1，不可能事件的概率为 0，即
1)( ΩP
，

0)( P
.

性质 3 如果事件 A与事件 B互斥，那么
)()()()( BAPBPAPBAP 
.

性质 4 如果事件 A 与事件 B 互为对立事件，那么
)(1)( APBP 
，

)(1)( BPAP 
【提供“正难则反”的思想：

)(1)( 反正 PP 
】.

性质 5 如果 BA ，那么
)()( BPAP 
.

性质 6 设 A， B是一个随机试验中的两个事件，有:

)()()()( BAPBPAPBAP 
.

知识点 2 古典概型

1.定义

若一个随机试验 E具有如下特征：

（1）有限性：样本空间的样本点只有有限个.

（2）等可能性：每个样本点发生的可能性相等.

则称这个试验为古典概型试验，其数学模型为古典概率模型，简称古典概型.

一般地，设试验 E是古典概型，样本空间包含 n个样本点，事件 A包含其中的

k个样本点，则定义事件 A的概率为：

基本事件总数

包含的基本事件数A
n
An

n
kAP 




)(
)()(

其中， )(An 和 )(n 分别表示事件 A和样本空间包含的样本点个数.

【知识点拨】

求解古典概型问题的一般思路：

（1）明确试验的条件及要观察的结果，用适当的符号（字母、数字、数组等）表

示试验的可能结果（借助图表可以帮助我们不重不漏地列出所有的可能结果）.

（2）根据实际问题情境判断样本点的等可能性.
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（3）计算样本点总个数及事件 A 包含的样本点个数，求出事件 A 的概率.

2.分类

（1）取样或取球

（2）分房古典概率

分房问题也就是放球进箱问题，就是把一些球随意地放到盒子或者是箱子中去，

要求不同，放的方法也就不同.样本点数的计算方法既会用到排列数，又会用到组合数.

（3）数字古典概率

对于数字相关的古典概型，要注意数字是否可以重复使用，如果数字可以重复使

用，那么就会结合方幂法.此外，数字问题常用元素位置法，将每个数字看成元素，将

每个数位看成位置.有时数字还会涉及运算式，也就是所取的数字要满足某表达式，此

时要用列举法分析.

3.常用背景

（1）抽奖、尝试密码.

（2）不放回取球.

（3）取出后放回（分房模型）.

（4）至少和至多.

知识点 3 伯努利概型

1.事件的相互独立性

一般地，当
)()()( BPAPABP 
时，就称事件 A与事件 B相互独立（简称独立）.

事件 A与 B相互独立的直观理解是，事件 A是否发生不会影响事件 B发生的概率，事

件 B是否发生也不会影响事件 A发生的概率.

如果事件 A与 B相互独立，则 A与 B， A与 B， A与 B也相互独立.

独立事件 A和事件 B至少有一个发生的概率为：

   

   
)()(1)()()()()()(1)(1)(

)()()()()()()()(

)()()()()()()()()()(

)()()()()()(

)()()(1)()(1)(
)()()()()()()()(

)()()()(

BPAPBPAPAPAPBPAPAPAP

BPAPBPBPAPBPBPAP

BPAPBPAPBPAPAPBPBPAP

BPAPAPBPBPAP

BPAPAPBPBPAP
BPAPBPAPBPAPBPAP

ABPBPAPBAP













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【注】互斥的两个事件是一次试验中的两个不会同时发生的事件，相互独立的两

个事件是两次试验中互不影响的两个事件.

2.独立重复试验

在相同条件下，将某试验重复进行 n次，且每次试验中任何一事件的概率不受其

他次试验结果的影响，此种试验称为 n次独立重复试验.

3.伯努利概型的定义

若一个随机试验 E具备以下特征：

（1）各次试验相互独立，即某一次的试验结果对其他次均无影响.

（2）试验在相同条件下重复进行 n次.

（3）每次试验结果仅有两个，即 A和 A .

则称该试验为伯努利概型.

4.伯努利概型的公式

（1）设在一次试验中，事件 A发生的概率为 )10(  pp ，那么在 n次独立重复

试验中这个事件恰好发生 k次的概率为 knkk
nn qpCkP )( ， nk    2 1 0 ，，，，  ，其中

pq 1 .

特殊情况：

nk  时 ， 即 在 n 次 独 立 重 复 试 验 中 事 件 A 全 部 发 生 ， 概 率 为

nnn
nn pppCnP  0)1()( .

0k 时 ， 即 在 n 次 独 立 重 复 试 验 中 事 件 A 没 有 发 生 ， 概 率 为

nn
nn pppCP )1()1()0( 00  .

（2）设在一次试验中，事件 A发生的概率为 )10(  pp ，则在伯努利试验序列

中，事件 A在第 k次试验中才首次发生的概率为
1)1(  kpp ,( ,2,1k ).

5.常用背景

（1）连续的 n次的射击.

（2）连续的掷 n次硬币.

（3）连续的 n次投篮.
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知识点 4 条件概率与全概率公式

1.条件概率

（1）定义

一般地，设 A， B为两个随机事件，且 0)( AP ，称
)(
)()|(

AP
ABPABP  为在事

件 A发生的条件下，事件 B 发生的条件概率，简称条件概率.

（2）概率的乘法公式

由条件概率的定义，对任意两个事件 A与 B，若
0)( AP
，则有：

)|()()( ABPAPABP 

我们称上式为概率的乘法公式．

2.全概率公式

一般地，设 1A， 2A ，…， nA 是一组两两互斥的事件，
 nAAA 21 ，

且
0)( iAP
，

ni ,,2,1 
，则对任意的事件 ΩB  ，有： )(BP ＝



n

i
ii ABPAP

1
)()(
.

称其为全概率公式.全概率公式是概率论中最基本的公式之一．
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第六章 应用题
知识点 考法 年份（题号）

比例问题

变比例问题（各量都变） 2024（1）

增长率问题
2023（1），2020（1），2018（23），

2017（6），2017（17），2015（13）

定比例问题（知部求部） 2023（2）

定比例问题（知部求总） 2017（8），2017（16）

恒成立分析 2021（19）

数字与比例的对应 2018（1）

基本比例计算 2016（1），2015（1）

行程问题

基本公式 2017（19），2015（5）

流水行船问题 2024（12）

路程速度比 2024（22）

追及问题 2023（6）

相遇问题
2023（21），2022（14），2021（15），

2020（13），2016（4）

v-t 图像分析 2019（13）

未知数分析 2021（23）

工程问题

牛吃草问题 2024（9）

前后工作效率变动问题 2022（1），2019（1）

合作完工 2021（18），2015（12）

工资分配 2019（14），2015（12）

浓度问题 溶液混合 2021（13），2016（18）

利润问题 基本公式变形 2022（2），2022（11），2016（6）
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增长率问题 增长率问题
2023（1），2020（1），2018（23），

2017（6），2017（17），2015（13）

集合问题/容

斥问题

三集合容斥问题 2021（1），2018（6），2017（15）

两集合容斥 2016（7）

交叉比例法 交叉比例法 2022（18），2021（13），2018（2）

不定方程问题

尾数判定法 2022（8）

从系数大的开始试算 2021（22），2017（13）

奇偶判定法 2016（20）

由未知数个数和方程个数判

断方程解

2020（18），2020（22），2018（21），

2015（25）

分段计费问题 已知原值求费用 2018（3）

线性规划 线性规划
2024（15），2023（19），2020（7），

2019(25)，2018（22），2016（11）

最值问题
二次函数最值 2018（25）

不等式放缩 2015（6）

其他问题

至多至少问题 2023（16），2023（23）

盈亏问题 2020（20）

植树问题 2019（6）
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知识点 1 比例问题

1.原值和现值的关系

（1）现值＝原值×（1＋变化率）

（2）原值＝现值÷（1＋变化率）

2.部分量和总量的关系

总量＝部分量÷部分量对应比例 变形
部分量＝总量×部分量对应比例

3.“比”和“是”的关系

（1） A比B大（小） p %⇔ A＝ B·(1± p %)

（2） A是B的 p %⇔ A＝ B· p %

【知识呈现】

4.变化率问题

变化率＝变化量÷变前量

5.基准量问题

两个量做比较时，被当做 1 的量为“基准量”，被比较的量叫“比较量”.

比较量÷基准量＝比值（倍数）；基准量＝比较量÷比值.

例：爸爸的体重是 80 千克，妈妈的体重是 56 千克，把爸爸的体重当做 1，则妈

妈的体重相当于 7.0
10
78056  .

6.类型

（1）简单比例应用题

简单的比例计算问题，可以通过看见比例后设 k的方法进行求解.

（2）比例统一应用题

应用题中出现多个比例时需要进行统一，通过求公共量的最小公倍数将比例统一

后，再进行求解.

（3）比例调整应用题

①内部调整 ②外部调整

【例】学科竞赛设一等奖、二等奖和三等奖，比例为 1∶3∶8，获奖率为 30%，已

知 10 人获得一等奖，则参加竞赛的人数为【 】
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A.300 B.400 C.500 D.550 E.600

【答案】本题考查应用题——比与比例.

方法一：根据题意得，一等奖占总获奖的比例为：
831

1


＝
12
1

.

∵10 人获得一等奖.∴获奖总人数为：10÷
12
1

＝120（人）.

又∵总获奖率＝
参加竞赛总人数

获奖总人数
，由于已知总获奖率为 30%和获奖总人数为

120 人.

∴参加竞赛的总人数为：120÷30%＝400（人）.

方法二：∵已知总获奖率为 30%，且按 1∶3∶8的比例分配.

∴一等奖的获奖率为：30%×
831

1


＝
40
1

.

二等奖的获奖率为：30%×
831

3


＝
40
3

.

三等奖的获奖率为：30%×
831

8


＝
5
1
.

又∵10 人获得一等奖.∴参加竞赛的总人数为：10÷
40
1

＝400（人）.

方法三：根据题意，设每份为 k，则三种奖项获奖人数分别为 k，3k，8k.
已知 10 人获得一等奖⇒ k＝10.

因此，获奖总人数：k＋3k＋8k＝12k＝120.

则参加竞赛的总人数为：120÷30%＝400（人）.

故选 B.

知识点 2 行程问题

1.路程 S、速度 v、时间 t之间的关系： vtS  ，
v
St  ，

t
Sv  .

2.相遇、追及问题

（1）相遇问题

①直线相遇：路程＝速度和×相遇时间， tvvtvtvSSS  )( 212121相遇 .

②环形相遇 n次： n倍环形周长＝速度和×时间， tvvnC  )( 21 .
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（2）追及问题（ 21 vv  ）

①直线追及：路程＝速度差×时间， tvvtvtvSSS  )( 212121追及 .

②环形追及 n次： n倍环形周长＝速度差×时间， tvvnC  )( 21 .

3.3 个情境

（1）绕圈问题

①圆圈型的路程问题（从同一起点同时出发，周长为 S，第一次相遇时间为 t）

反向运动： tvvtvtvSSS  )( 212121 .

同向运动： tvvtvtvSSS  )( 212121 .

② t一定

反向绕圈：
乙

甲

乙

甲

v
v

S
S

 ；每相遇一次，二者共同跑完一圈；

同向绕圈：
乙

甲

乙

甲

v
v

S
S

 ；每追上一次，快的比慢的多一圈.

（2）行船问题

设船在静水中的速度为 船v ，水流的速度为 水v ，

（顺水问题）船在顺流而下时的速度为 水船顺水 vvv  ；

（逆水问题）船在逆流而上时的速度为 水船逆水 vvv  .

在水中的相遇、追及问题，和一般直线相遇追及公式相同.（水速被抵消）

（3）火车问题

火车经过电线杆/静止的行人： tvLS 火车火车  .

火车经过移动的行人：

相遇  tvvLS  人火车火车 

追及  tvvLS  人火车火车 
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火车经过桥/隧道： tvLLS 火车桥火车  .

火车经过火车：相遇  tvvLLS  2121 火车火车火车火车  ；

追及  tvvLLS  2121 火车火车火车火车  .

4.相对速度（两个物体运动时，可将一个作为参照物，看成相对静止的）

同向运动： 21 vvv 同向 .

相向运动： 21 vvv 相向 .

【拓展】：相对运动

适用范围：两个对象同时运动时，可使用相对运动.

相对路程：选择其中一个对象作为参照物（静止）.

相对速度：迎面而来，速度相加；同向而去，速度相减.

【例】已知 A，B 两地相距 208 km，甲、乙、丙三车的速度分别为 60 km/h，80 km/h，

90 km/h，甲、乙两车从 A 地出发去 B 地，丙车从 B 地出发去 A 地，三车同时出发，

当丙车与甲、乙两车的距离相等时，用时【 】

A.70 min B.75 min C.78 min D.80 min E.86

min

【答案】本题考查应用题——路程问题（行程问题）.

根据题意可画图，如图所示.

方法一：设用时 t 小时后，甲车的路程：60t；乙车的路程：80t；丙车的路程：90t.
丙车与甲、乙两车的距离相等.

丙车与甲车的距离为：208－60t－90t.
丙车与乙车的距离为：80t＋90t－208.

可列方程为：208－60t－90t＝80t＋90t－208⇒ t＝
10
13

小时＝78 min.

方法二：设用时 t 小时后，甲车的路程：60t；乙车的路程：80t；丙车的路程：90t.
由图可得，甲、乙两车相距 20t，故有甲车的路程与丙车的路程相距 10t 等于 AB

两地距离，乙车的路程与丙车的路程多 10t 等于 AB 两地距离.
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即可列方程：60t＋90t＋10t＝208（或 80t＋90t－10t＝208）⇒ t＝
10
13

小时＝78 min.

故选 C.

知识点 3 工程问题

1.基本公式

工作总量＝工作效率×工作时间；

工作时间＝工作总量÷工作效率；

工作效率＝工作总量÷工作时间.

2.单位“1”法

在处理工程问题时，可以将总的工作量看做“1”，若甲单独完成需要m天，乙单

独完成需要 n天，则有以下结论：

甲的工作效率为
m
1

，乙的工作效率为
n
1
；甲乙合作的效率为

nm
11

 ；甲乙合作完

成需要的时间为
nm

mn

nm





11
1

.

3.类型

（1）合作完工：若干个单位合作时的总工作效率等于各单位工作效率之和.

（2）交替完工：若干个单位交替完成某项工程时，工程总量等于各单位完成的工

程量之和.

【例】一项工程施工 3 天后，因故障停工 2 天，之后工程队提高工作效率 20%，

仍能按原计划完成.则原计划工期为【 】

A.9 天 B.10 天 C.12 天 D.15 天 E.18 天

【答案】本题考查应用题——工程问题.

方法一：根据题意可知提高效率前后工作总量不变，此时工作效率 p 与工作时间

t 成反比，即
提

原

p
p

＝
0.2)(1

1


＝

6

5
，则

提

原

t
t

＝
5
6
，∆t＝6－5＝1 份，而提高工作效率前

后时间相差 2 天，即 1 份对应 2 天.原计划时间为 6×2＝12 天，由于效率提高前已经

施工了 3 天，所以原计划工期为 12＋3＝15 天.

方法二：设原计划工作 x 天，每天的工作效率为 1，总工作量为 xx 1 ，则施工

3天完成了 3×1＝3的工作量，施工 3天后的剩余工作量为（x－3）.因为停工两天后

还能按原计划完成，所以剩余工作时间为（x－2－3）＝（x－5）天，因为停工后再开

工的工作效率提高了 20%，即新的每天的工作效率为 1.2.因为还能按照原计划完成工
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作，所以在剩余的（x－5）天的工作时间中以新的工作效率工作能完成剩余的工作量，

则有 1.2（x－5）＝（x－3）⇒ x＝15.

故选 D.

知识点 4 利润问题

1.基本公式

（1）利润＝售价－进价（成本）＝利润率×进价（成本）

（2）利润率＝
进价

利润
×100%＝

进价

进价售价 
×100%＝(

进价

售价
－1)×100%

（3）售价＝进价×（1＋利润率）＝进价＋利润

（4）折扣价＝原价×折扣

2.恢复原值

（1）一件商品先提价 p %再降价 p %，或者先降价 p %再提价 p %，回不到原价，

应该比原价小，因为 a(1 − p)(1 + p)＝a(1 − p2)＜1.

（2）恢复原值：原值先降 p %，再增
%1

%
p
p


才能恢复原值；或者先增 p %再降

%1
%
p
p


才能恢复原值.

【例】某商品的成本利润为 12%，若其成本降低 20%而售价不变，则利润率为【 】

A.32% B.35% C.40% D.45% E.48%

【答案】本题考查应用题——利润问题.

由于所求为百分数，故可用特值法.

根据题意可设成本为 100 元，成本利润为 12%，则售价为 100×（1＋12%）＝112

元.

成本降价 20%，则新的成本为 100×（1－20%）＝80 元，售价不变，则降低成本

后的利润率为
80

80112 
×100%＝40%.故选 C.

知识点 5 浓度问题

1.基本公式

溶液量＝溶质量＋溶剂量



96

高频 中频 低频第六章 应用题

溶质量＝浓度×溶液量

浓度＝
溶液量

溶质量
×100%＝

溶剂量溶质量

溶质量


×100%

盐水＝盐＋水

医用酒精＝纯酒精＋水

【注】溶质是浓度问题的计算标准，浓度通常用百分数表示.

2.蒸发/加水/加浓问题

特征：仅有溶质或溶剂的量发生变化，抓不变量，转换为“比例变化问题”.

方法 1：溶质/溶剂守恒列方程.

方法 2：看作“比例变化问题”，统一不变量.

3.溶液配比/混合问题

方法 1：溶质守恒列方程.

方法 2：十字交叉法.

4.溶液配比相关的确定性问题

（1）已知甲、乙、丙三杯盐水溶液的浓度和溶液质量之比，可确定甲、乙、丙混

合后的盐水浓度.

（2）已知甲、乙两溶液按照各种比例关系混合所得溶液浓度间的比例关系，无法

确定甲、乙溶液的浓度.

（3）已知甲、乙两溶液按照两种不同比例关系混合所得溶液的浓度的具体值，可

确定甲、乙溶液的浓度.

5.反复注水问题（直接套用公式）

（1）原来浓度为 x的溶液a升，倒出b升后，再用水加满，浓度变为 x (1－
a
b
)，

上述操作重复 n次，浓度变为 x
n

a
b






 1 .

（2）设已知溶液质量为M ，每次操作中先倒出 0M 溶液，再加入 0M 溶剂（清水），

重复 n次， nc ＝ n

M
MMc )( 0

0


＝ n

M
Mc )1( 0

0  .( nc 为操作 n次后溶液的浓度，从而 0c

代表原来的溶液的浓度，下同）

（3）设已知溶液质量为M ，每次操作中先倒入 0M 溶剂（清水），再倒出 0M 溶
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液，重复 n次， nc ＝ n

MM
Mc )(

0
0 

.

6.浓度置换公式

设一份溶液，原浓度为 a，现浓度为b，容器的容积为V ，第一次倒出 1m 溶液后

用水加满，第二次倒出 2m 溶液后用水加满……，第 n次倒出 nm 溶液后用水加满，则

有

a·
V
mV 1

·
V
mV 2

·…·
V
mV n

＝b

【注】题目没有特殊说明，纯溶液的浓度默认其浓度为 100%.

【技巧点拨】

1.稀释问题：加溶剂，溶质不变.（以溶质不变列等式求解）

2.加浓问题：加溶质，溶剂不变.（以溶剂不变列等式求解）

3.浓缩问题（蒸发问题）：减溶剂，溶质不变.（以溶质不变列等式求解）

4.置换问题：用一定量溶剂置换等量溶液.（浓度置换公式）

5.混合问题：用两种浓度不同的溶液进行混合形成新溶液.（用杠杆原理交叉法）

【例】将 2 升甲酒精和 1 升乙酒精混合得到丙酒精，则能确定甲、乙两种酒精的

浓度.【 】

（1）1升甲酒精和 5升乙酒精混合后的浓度是丙酒精浓度的
2
1
倍.

（2）1升甲酒精和 2升乙酒精混合后的浓度是丙酒精浓度的
3
2
倍.

A.条件（1）充分，但条件（2）不充分。

B.条件（2）充分，但条件（1）不充分。

C.条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分。

D.条件（1）充分，条件（2）也充分。

E.条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和条件（2）联合起来也不充分。

【答案】本题考查应用题——浓度问题.

根据题意，设甲、乙两种酒精的浓度分别为 x，y，则混合后得到的丙酒精浓度为

3
2 yx 

.

条件（1），根据条件得
6
5yx 

＝
2
1
·

3
2 yx 

，化简得：x＝4y.无法确定 x，y

的值，即不能确定甲、乙两种酒精的浓度.故条件（1）不充分.
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条件（2），根据条件得
3
2yx 

＝
3
2
·

3
2 yx 

，化简得：x＝4y.无法确定 x，y

的值，即不能确定甲、乙两种酒精的浓度.故条件（2）不充分.

条件（1）和条件（2）单独都不充分，考虑条件（1）（2）联合.

∵条件（1）和条件（2）等价.

∴无法确定 x，y 的值，即不能确定甲、乙两种酒精的浓度.故条件（1）（2）联

合起来也不充分.

综上，故选 E.

知识点 6 增长率问题

1.概念

（1）基期与现期

作为对比参照的时期称为基期，相对于基期的时期称为现期.

（2）基期量与现期量

描述基期的具体数值称为基期量，描述现期的具体数值称为现期量.

（3）增长量：指社会经济现象在一定时期内增长（或减少）的绝对量.

增长量＝现期量－基期量＝基期量×增长率＝
增长率

现期量
1

×增长率

（4）增长率：指现期量与基期量之间进行比较的一种相对指标，是一个百分数.

增长率＝（现期量－基期量）÷基期量＝增长量÷基期量＝增长量÷（现期量－

增长量）

【注】减少量为带负号的增长量；减少率为带负号的增长率.

2.增加率   ap 原值% 现值 a  %1 p ；下降率   ap 原值% 现值 a  %1 p .

3.增减性(a，b，m＞0)

当 1
b
a

时，则
b
a

mb
ma





. 当 10 
b
a

时，则
b
a

mb
ma





.

4.分类

（1）连续增长问题

某变量在a值基础上连续增长了 n次，其各次增长率分别为 1p ， 2p ，…， np ，

则其终值b＝ a (1＋ 1p )(1＋ 2p )…(1＋ np ).

（2）平均增长率
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若初值为 a，末值为b，平均增长率为 q，增长次数为n，则其末值b＝ a nq)1( 

或 q＝ n
a
b
－1.

【例】某产品去年涨价 10%，今年涨价 20%，则该产品这两年涨价【 】

A.15% B.16% C.30% D.32% E.33%

【答案】本题考查应用题——增长率问题.

根据题意，设该产品前年的价格为单位“1”，则今年涨价后的价格为 1×（1＋

10%）×（1＋20%）＝1.32，所以该产品这两年的增长率为（1.32－1）÷1×100%＝32%.

故选 D.

知识点 7 集合问题（集合问题几何化）

1.解题思路

（1）出题思路：三个量.

（2）出题方向：①给了每一个集合（圈）的数值.②没有给每一个集合（圈）的

数值.

（3）注意字眼：对于同时满足两个集合（圈）的部分是否包含同时满足三个集合

（圈）的问题，如果不包含，题目一定会有非常明确的自然语言的表达，例如“仅仅”

“只有”，如果没有特殊说明，一般理解为两个集合（圈）的部分都包含三个集合（圈）

的部分，此时一定要将“非仅”转化为“仅”，然后再按照集合问题几何化的思路进

行分析求解.

（4）根据题意画文氏图——基本模型.

①两者容斥

如图所示， A， B表示两个集合， A＝ a＋b， B＝b＋ c .
则 A∪ B＝ A＋ B－ A∩ B⇒a＋b＋ c＝[(a＋b )＋(b＋ c )]－b .
②三者容斥
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如图所示，A，B，C表示三个集合，A＝a＋ d ＋g＋ e，B＝ c＋ d ＋g＋ f ，

C＝b＋e＋g＋ f .

则 A∪ B∪C＝ A＋ B＋C－ A∩ B－ B∩C－ A∩C＋ A∩ B∩C⇒ A∪

B∪C＝ A＋ B＋C－( d ＋g)－( f ＋g)－( e＋g)＋g.

【例】老师问班上 50 名同学周末复习的情况，结果有 20 人复习过数学、30 人复

习过语文、6 人复习过英语，且同时复习了数学和语文的有 10 人、语文和英语的有 2

人、英语和数学的有 3 人.若同时复习过这三门课的人数为 0，则没复习过这三门课程

的学生人数为【 】

A.7 B.8 C.9 D.10 E.11

【解析】本题考查应用题——集合问题.

根据题意可画图，如图所示.

容斥问题的公式：A ∪ B ∪ C＝A＋B＋C－A ∩ B－B ∩ C－A ∩ C＋A ∩ B ∩ C.
设语文、数学、英语分别对应 A、B、C.
则 A＋B＋C＝30＋20＋6＝56.A ∩ B＝10.B ∩ C＝3.A ∩ C＝2.A ∩ B ∩ C＝0.

因此，复习过三门课的学生人数为 A ∪ B ∪ C＝56－10－3－2＋0＝41（人）.

即没有复习过这三门课的学生人数为 50－41＝9（人）.

故选 C.
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知识点 8 杠杆原理（交叉比例法、十字交叉法）

1.适用情况

当一个整体按照某个标准分为两部分时，可以根据杠杆原理得到交叉法，快速求

出两部分的数量比，交叉法不仅仅局限于平均值问题，只要涉及一个大量，一个小量

以及他们混合后的平均量，一般都可以用交叉法计算，例如溶液的配比问题.

2.技巧

则甲、乙的数量比为(c－b)∶(a－c).
【步骤】先上下列出甲、乙的数值，分别与整体的值进行相减，这样就可以得出

甲、乙的数量比.

【例】现有甲、乙两种浓度的酒精，已知用 10 升甲酒精和 12 升乙酒精可以配成

浓度为 70%的酒精，用 20 升甲酒精和 8 升乙酒精可以配成浓度为 80%的酒精，则甲酒

精的浓度为【 】

A.72% B.80% C.84% D.88% E.91%

【答案】本题考查应用题——浓度问题.

根据题意，设甲的浓度为 x，乙的浓度为 y.使用十字交叉法得：

即：
























52.5%
%91

8
20

8.0
8.0

12
10

7.0
7.0

y
x

x
y

x
y

.

故甲的浓度为 91%，乙的浓度为 52.5%.

故选 E.

知识点 9 不定方程问题

1.特征

在应用题中出现了两个（甚至更多）未知量，而数量关系却少于未知量的个数，
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我们列出的就是不定方程.不定方程一般是指未知数的个数多于方程个数的方程.这样

的方程的解通常不止一个.

2.解题思路

不定方程一般有无数个解，但是结合题意，实际只要我们求出无数个解中的特殊

解，往往是求自然数解或者整数解.有时还要加上其他限制，这时的解就是有限的和确

定的.

解不定方程可以用以下原则来缩小范围：

（1）从系数大的开始讨论.

（2）奇偶性讨论.

（3）倍数原理.

（4）尾数原理.

【例】某公司有甲、乙、丙三个部门，若从甲部门调 26 人到丙部门，则丙部门是

甲部门人数的 6倍，若从乙部门调 5 人到丙部门，则丙部门的人数与乙部门人数相等.

甲、乙两部门人数之差除以 5的余数为【 】

A.0 B.1 C.2 D.3 E.4

【答案】本题考查应用题——不定方程.

设甲、乙、丙三个部门分别有 x、y、z 人.

根据题意可得
 








55
2626 6

zy
zx

⇒







55
261566

zy
zx

⇒6x－y＝172，

即 y＝6x－172，因此可得 x－y＝x－（6x－172）⇒ x－y＝－5x＋172，－5x 一定

是 5 的倍数，除以 5 的余数为 0，172 除以 5 的余数为 2，则甲部门与乙部分人数之差

除以 5可得余数为 2.

故选 C.

知识点 10 分段计费问题

1.求费用

已知原值，按照所给的区间，分别计算费用，再求总费用.

2.求原值

已知费用求原值的题目要难一些，因为要逆向思维.首先需要求出分界点的数值，

判断所给的费用对应的区间，再根据计费方式求解费用.
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【技巧点拨】

1.分段计费是指不同的范围对应着不同的计费方式，比如电费、水费、税费等等.

2.解题思路

（1）先计算每个分界点的值，确定所给的数值落在哪个范围.

（2）对应选取正确的计费表达式，按照所给的标准进行求解.

【例】某单位采取分段收费的方式收取网络流量（单位：GB）费用：每月流量 20

（含）以内免费，流量 20 到 30（含）的每 GB 收费 1 元，流量 30 到 40（含）的每 GB

收费 3元，流量 40 以上的每 GB 收费 5元，小王这个月用了 45GB 的流量，则他应该交

费【 】

A.45 元 B.65 元 C.75 元 D.85 元 E.135

元

【答案】本题考查应用题——分段计费.

根据题意，小王这个月用了 45GB 的流量，所以其应交的网络流量费用分为四部分：

第一部分：20GB 的部分免费.

第二部分：20GB 到 30GB（含）每 GB 收费 1元（30－20）×1＝10（元）.

第三部分：30GB 到 40GB（含）每 GB 收费 3元（40－30）×3＝30（元）.

第四部分：40GB 以上每 GB 收费 5元（45－40）×5＝25（元）.

综上，因此共需交费：0＋10＋30＋25＝65（元）.

故选 B.

知识点 11 线性规划

1.特征

线性规划所研究的是，在一定条件下，合理安排人力、物力等资源，使经济效果

达到最好.一般地，求线性目标函数在线性约束条件下的最大值或最小值的问题，统称

为线性规划问题.

2.解题思路

（1）根据题目写出限定条件对应的不等式组.

（2）将不等式转化为方程，解出边界交点.

（3）若为实际问题，需考虑：①交点为整数，则直接代入目标函数求出最值.②

交点不是整数，则讨论取整，然后再代入目标函数求出最值.若为函数最值，可直接将

交点代入目标函数中.

【例】设 x，y 为实数，则能确定 x≤y.【 】

（1）x2≤y－1.

（2）x2＋ y − 2 2≤2.

A.条件（1）充分，但条件（2）不充分。
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B.条件（2）充分，但条件（1）不充分。

C.条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分。

D.条件（1）充分，条件（2）也充分。

E.条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和条件（2）联合起来也不充分。

【答案】本题考查解析几何——线性规划.

根据题意可画图，如图所示.

条件（1），联立 01
1

2
2









xx

xy
xy

，其中判别式 341  ＜0.

所以直线与抛物线无交点，如上图（左边）所示，抛物线恒在直线的上方.即所有

x2≤y－1的点都满足 x≤y.故条件（1）充分.

条件（2），圆心为（0，2），半径为 r＝ 2 ，则圆心到直线 y＝x 的距离为 d＝

2
20
＝ 2 ＝r，故该圆与直线相切，如上图（右边）所示，且圆心在直线上方，那

么圆内的点恒在直线上方.即x2＋ y − 2 2≤2 的点都满足 x≤y.故条件（2）充分.

综上，故选 D.

知识点 12 最值问题

最值问题一般要结合函数来分析，一般结合二次函数（主要利用二次函数的顶点

公式求解）和平均值定理求解.

最值问题的求解步骤是：先设未知变量，然后根据题目建立函数表达式，最后利

用函数的特征求解最值.

【例】设函数 f x ＝x2＋ax，则 f x 的最小值与 f f x 的最小值相等.【 】

（1）a≥2.

（2）a≤0.

A.条件（1）充分，但条件（2）不充分。

B.条件（2）充分，但条件（1）不充分。
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C.条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分。

D.条件（1）充分，条件（2）也充分。

E.条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和条件（2）联合起来也不充分。

【答案】本题考查二次函数——最值问题.

根据题意，f x ＝x2＋ax 的对称轴为 x＝－
2
a

⇒ f x 的最小值为 







2
af ＝－

4

2a
⇒

值域为 





4

2a
，＋∞ .令 f x ＝t，则 f t ＝t2＋at.f t 的定义域为 






4

2a
，＋∞ .

∵f x 的最小值与 f t 的最小值相等.

∴f t 的最小值为－
4

2a
⇒ f t 在 t＝－

2
a
时取得最小值⇒ f x min≤－

2
a
.

即－
4

2a
≤－

2
a

⇒解得 a≥2 或 a≤0.

条件（1），a≥2 在 a≥2 或 a≤0 的范围内.故条件（1）充分.

条件（2），a≤0 在 a≥2 或 a≤0 的范围内.故条件（2）充分.

综上，故选 D.

知识点 13 其他问题

1.至多至少问题

（1）分蛋糕原理：对于总量固定的题型，要确定某一部分至少（多）的数量，转

化为其他部分最多（少）的数量.

表达式变形：涉及多个变量的表达式问题.模型：若已知a x＋b y＋ c z＝ d ，

求 x＋ y＋ z的至少或至多时，将 a x＋b y＋ c z＝ d 变形为：所求＋剩余＝ d ，这

样就可以分析至少或至多了.

（2）抽屉原理

①将 1n 件或更多件的物体随意地放到 n个抽屉中去，那么，至少有一个抽屉中

的物体个数不少于 2个

②将多于m n 个（即 ,2,1  nmnm ）物体任意放到 n个抽屉中去，那么，
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至少有一个抽屉中的物体个数不少于  1m 个.

【例】某单位年终共发了 100 万元奖金，奖金金额分别是一等奖 1.5 万元，二等

奖 1 万元，三等奖 0.5 万元，则该单位至少有 100 人.【 】

（1）得二等奖的人数最多.

（2）得三等奖的人数最多.

A.条件（1）充分，但条件（2）不充分。

B.条件（2）充分，但条件（1）不充分。

C.条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分。

D.条件（1）充分，条件（2）也充分。

E.条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和条件（2）联合起来也不充分。

【解析】本题考查至多至少问题.

根据题意，设一等奖的人数为 x，二等奖的人数为 y，三等奖的人数为 z.
则有 1.5x＋y＋0.5z＝100⇒ x＋y＋z＝100－（0.5x－0.5z）＝100－0.5（x－z）.

当 x－z≤0 时，则确定该单位至少有 100 人.

条件（1），得二等奖的人数最多⇒ y 的值最大，但不能确定 x，z 的值，则不能

确定该单位至少有 100 人.故条件（1）不充分.

条件（2），得三等奖的人数最多⇒ z 的值最大，则 x－z＜0，即 x＋y＋z＝100－

0.5（x－z）＞100.因此，可以确定该单位至少有 100 人.故条件（2）充分.

综上，故选 B.

2.植树问题（间隔问题）

（1）对于直线型（开放型）植树问题，如果长度为 k米，每隔 n米植树，则一共

需要
n
k
＋1 棵树.[植树数量＝

间距
总长＋1]

（2）对于圆圈型（封闭型）植树问题，如果周长为 k米，每隔 n米植树，则一共

需要
n
k
棵树.[植树数量＝

间距
总长 ]

【例】将一批树苗种在一个正方形花园的边上，四角都种.如果每隔 3 米种一棵，

那么剩余 10 棵树苗；如果每隔 2米种一棵，那么恰好种满正方形的 3条边，则这批树

苗有【 】

A.54 棵 B.60 棵 C.70 棵 D.82 棵 E.94 棵

【解析】本题考查应用题——植树问题.

[在封闭路线上植树，植树总棵数＝总长÷间距.在非封闭路线上植树，若两端都

植树，植树总棵数＝总长÷间距＋1.]

设正方形边长为 x.
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①四角都种，每隔 3米种一棵，则每条边上有
3
x
棵树，4 条边都种后还剩余 10 棵

树，

则所种树总数为 4×
3
x
＋10＝

3
4

x＋10.

②四个角都种树且每隔 2米种一棵树，种满 3 条边，

则所种树总数为 3×
2
x
＋1＝

2
3

x＋1.

根据题意得：
3
4

x＋10＝
2
3

x＋1.解得：x＝54.这批树苗共有
2
3
×54＋1＝82 棵.

故选 D.

3.年龄问题

（1）年龄同步增长： n年后，每人都增加 n岁.

（2）年龄差值不变：两人的年龄差不变，但是，两人年龄之间的倍数关系随着年

龄的增长在发生变化.

【应试口诀】年龄的差值恒定；年龄的同步增长.

【例】能确定小明的年龄.【 】

（1）小明的年龄是完全平方数.

（2）20 年后小明的年龄是完全平方数.

A.条件（1）充分，但条件（2）不充分。

B.条件（2）充分，但条件（1）不充分。

C.条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和条件（2）联合起来充分。

D.条件（1）充分，条件（2）也充分。

E.条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和条件（2）联合起来也不充分。

【答案】本题考查应用题——年龄问题（完全平方）.

条件（1），举例：1，4，9，16，…等，无法确定小明的年龄.故条件（1）不充

分.

条件（2），举例：25，36，49，64，…等，无法确定小明的年龄.故条件（2）不

充分.

条件（1）和条件（2）单独都不充分，考虑条件（1）（2）联合.

条件（1）（2）联合，设小明现在的年龄为x2，20 年后的年龄为y2.（x，y ∈ Z+）

则x2＋20＝y2，整理得y2－x2＝20⇒ y − x y + x ＝20＝1×20＝2×10＝4×5.

∵y − x 与 y + x 奇偶性相同.∴y − x 与 y + x 只能同为偶数.

因此







10
2

xy
xy

，解得：







6
4

y
x

.即小明的年龄为x2＝42＝16.故条件（1）（2）
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联合起来充分.

综上，故选 C.

4.数列应用题

对于数列应用题，根据题意确定所构成数列的首项和公差（公比），然后利用数

列的中项定理公式、通项公式及求和公式进行求解.

【例】甲、乙、丙三种货车的载重量成等差数列，2 辆甲种车和 1 辆乙种车的满

载量为 95 吨，1辆甲种车和 3辆丙种车的满载量为 150 吨，则用甲、乙、丙分别各 1

辆车一次最多运送货物【 】

A.125 吨 B.120 吨 C.115 吨 D.110 吨 E.105 吨

【答案】本题考查等差数列——等差中项.

根据等差数列的特征，设甲、乙、丙载重量分别为 x－a，x，x＋a.

则有







150)(3)(
95)(2
axax

xax
⇒







15024
9523

ax
ax

⇒







5
35

a
x

.

因此，甲、乙、丙各 1 辆车一次最多运送货物为 x − a ＋x＋ x + a ＝3x＝3×35

＝105（吨）.故选 E.
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